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Это цифровая коиия книги, хранящейся для йотом кон на библиотечных пачках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо{;1е в рамках проекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными черед Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок .т.епетвпя авторских прав на чту кишу истек, и она перешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ I? разных странах осуществляется ио-ра:шому. Книги, перешедшие I! свободный доступ. 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

И этом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как напоминание 

том долгом нуги, который книга иротпла От издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использования 

Компания СтОО|г1е гордится тем, что сотрудничает с библиотеками, чтобы перенести книги, перешедшие в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный достуи, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
-кот ресурс, мы предприняли некоторые действии, предотвращающие коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы также ироеим Пае о следующем. 

• Не используйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Соо&1е для всех пользователей, поэтому исиользуйто эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Не отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Ооо&те автоматические запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем машинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к большому количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целой мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 

достуи. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо#1о. Он позволяет пользователям узнать об этом проекте и помогает им найти 
дополнительны!; материалы при помощи программы Поиск книг Ооо<гДе. Не удаляйте его. 

• Делайте что законно. 

Независимо от того, что Вы используйте, не забудьте проверить законность своих действий, за которые Вы песете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга перешла в свободный достуи в США. то ее па этом основании могут 
использовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный достуи в разных странах различны, 
поэтому нет единых иравил, позволяющих определить, можно ли в определенном случае использовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо^то, то ее можно использовать как угодно и где угодно. 
Наказание да нарушение; авторских прав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Соо§1е 

Миссия Соо^те состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 

Программа. Поиск книг 0оо^1е помогает пользователям найти книги со всего мира, а автора:. зла гелям - новых питателей. 

Пол нетекстовый поиск по этой книге можно выполнить па странице |ггьт;р : //Ъоокз . §оо§1е . сот/| 
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Истор1я развит того отдела интегральнаго исчислешя, ко- 
торый заключаетъ въ се б* теормо эллиптическихъ функщй, 
сколько интересна, столько же и поучительна. Въ ней мы на- 
ходииъ и доказательство безплодности изысканШ, основан- 
ныхъ на принципахъ чуждыхъ свойствамъ изучаемаго пред- 
мета, и любопытный примЪръ двойственности метода изслФдо- 
ван1я. 

Хотя Лежандръ двумя своими сочинешями: *Мётоггъ $иг 
1е$ ХгатстйапШ еШрЩиез* и ТгагЫ йев [опсггоп* еШрН'диез 
сообщилъ теорш эллиптическихъ функций известную степець 
полноты и оконченности, однако едва ли ошибемся, если 'ска- 
жемъ, что изсл*Ёдовашя его во многихъ случаяхъ принимаютъ 
частный характеръ и стоятъ довольно отрешенно другъ отъ 
друга. Подтверждеше этого, какъ намъ кажется, можно видеть 
въ томъ, что Лежандрова обработка теорш эллиптическихъ 
функщй удовлетворяла геометровъ не долго. Ко времени по- 
явлешя двухъ первыхъ томовъ посл'Ьдняго Лежандрова трактата 
относится раскрьте общаго поняи'я, въ которомъ лежитъ 
внутреншй мотивъ плодотворнаго развитая всей области тран- 
сцендентнаго анализа. 

Главный и быстрый переворотъ въ теорш эллиптическихъ 
функфй сдФланъ безсмертными геометрами Якоби и Абелемъ, 
которые, можно сказать, оспарйваютъ другъ у друга идею 
разсматривать предЪлъ эллиптическаго интеграла какъ фун- 
кц1ю этого самаго интеграла и которые этою мыслш не толь- 
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ко были наведены на новую теорш) эллиптическихъ функщй, 
но, какъ показали Геппель и Розенгайнъ, дали анализу суще- 
ств еные элементы для изследовашя ультра-эллиптическихъ 
интеграловъ. 

Трудами Абеля и по преимуществу Якоби *теор!Я эллипти- 
• ческихъ функщй доведена до , той степени развит, при ко- 
торой только и возможно полнейшее аналитическое реше- 
ше многихъ вопросовъ геометрш и механики и при которой, 
какъ намъ кажется, этотъ отделъ интегральнаго исчислешя 
можетъ перейти въ учебники и руководства. 

Потребность частаго примЪнешя теорш эллиптическихъ 
функщй весьма убедительно заставляетъ сознавать недоста- 
токъ элементарныхъ изложешй этой теорш въ математиче- 
ской литературе вообще и въ русской въ особенности. 

Желая, сколько позволяютъ наши силы, содействовать 
устранешю этого недостатка, мы решились изложить теорио 
эллиптическихъ функщй въ виде предлагаемаго здесь крат- 
каго и* элементарнаго руководства, и надеемся, что оно при- 
несетъ хотя малую пользу темъ, которые начинаютъ изуче- 
ше названнаго нами отдела трансцендентнаго анализа. 
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1 . За источникъ эллиптическихъ функщй въ анализ* при 
нимается обыкновенно иди интегралъ 

{(х). Ах 



I; 



у^А + В* + Сх* + Ъх' -*-Ея* 

или 

[{х). Ах 



■■ 



у/А + Вх + Сх* + Ъх' 

га* ((х) есть некоторая рацюнальная функщя отъ х. Вто- 
рое изъ предъидущихъ выражешй можно разсматривать какъ 
частный случай перваго, а потому остановимся на первомъ и 
покажемъ т* различные виды функщй, которые заключаются въ 

этомъ интеграл*. Полагая К = у^А + Вх + &с 2 + Их* + Еа? 4 , 
легко видеть, что каше бы корни не имело уравненге В*=0: 
действительные, мнимые или т* и друпе вместе, всегда под- 
радикальную функщю можно разложить на два действитель- 
ные множителя второй степени относительно х. Въ самомъ 
деле, полагая, что К* = о имЪетъ четыре действительные 
корня а, Ь, с, А, находимъ 

В 2 = А + Вх+ Сх* +Ъх'+Ех<=Е(х-а)(х— Ь)(х— е)(х— А), 

что легко приводится къ виду 

А+Вх+Сх* + Вх 3 +Ех<=(*+2рх+чх'){8+2ех+1х*). 

Если уравнеше В' = о имЪетъ все корни мнимые, которые 
непременно суть вида т =ь %п и т { =*= т 1% то 

4* 
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К 1 = Щх - »У + п'] [(х - т 4 )« + л\| 
но это последнее опять приводится къ виду 

К 2 = (а + 2рх + Т ж *)( 5 + 2е * + Хлг 2 ).... (а) 

Если наконецъ уравнеше В 2 = о имЪетъ два действитель- 
ные корня а и 6 и два мнимые т =ь т, то 

К 2 = Е(х — а) (х — Ь) [(х — тУ + я 1 ], 

что также приводится къ виду (о). 
Итакъ эллиптичесюя функцш происходятъ отъ интеграла 

Г(х). ах 



/\/(« 



+ 2$х + *{х*) (* + 2е * + Х *') 

Введемъ въ этотъ интегралъ новое переменное я, нахо- 
дящееся съ х въ связи вида 

и определимъ постоянныя р и ; подъ тЪмъ услов1емъ, что- 
бы подрадикальная функщя не содержала нечетныхъ степе- 
ней переменнаго. Такъ какъ 

ах ~ (4 + *)» ' 
то разсматриваемый нами интегралъ обращается въ 

и (г). А% 



( '- р) 1ж 



уч«, + *?,* +тг,«') («, + *«.« + *.«*> .; . 

где /^(а) есть рацюнальная функщя новаго переменнаго \, а 
коэффициенты <х { , |3 4 ,.... А { зависятъ отъ прежнихъ коэффи- 
щентовъ а, |3,'у,... X и постоянныхъ р и }. Такъ какъ эти 
послЪдшя по сделанному нами условно, должны быть опре- 
делены изъ уравнешй $ { =о и г 1 ==о, то разсматриваемый 
интегралъ приведется къ виду 

»/ х/а 4- 



у/а + &? 2 + ав* 
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ЗдФсь подъ ( к (г) мы разум1>емъ выражеше 

. м _ А, + А,я + А г г* + ....+ А л г* 

' л *'-в +в | * + в 2а * + .... +В„ 2 "' 

которое можно представить въ вид* 

Г (А = А + А '2 Д2 + "" + ( А < + А 3 Д " + "^ 

/л; Во + в в ** + .... -кв, + в 3 * 2 + ...)*' 

иди въ вид* 

е( \ — 8 + Т * 

гд* иодъ 3, Т, II и V разумЪемъ функщи съ четными толь- 
ко степенями перемЪннаго. Умноживъ числителя и знамена- 
теля на II — Уг, находимъ 

И8-УТ. х* . ОТ — УЗ м . ы 

гд* М и N суть опять четныя функщи отъ 2. ИмЪя это, раз- 
биваемъ разсматриваемый интегралъ на сумму 

у/а + &2* + с* 4 + ) у/а + б* 1 + съ* ' 

второй изъ этихъ интеграловъ, какъ известно изъ началъ 
интегральнаго исчислешя, заключаетъ ёъ себ* только алге- 
браичесюя или элементарныя трансцендентныя функщи каковы 
логариемическ1я, круговыя и тригонометричесюя функщи, а 
потому разсмотримъ только первый. Предположим!», что трех- 
членъ а + Ъъ* + ся 4 р*шенъ относительно я 2 и имЪетъ кор- 
ни 191 и п, тогда К = а + Ьъ* + съ* = с(з 2 =ь т) (з 2 =ь л). 

Различный комбинащи знаковъ при тип представляютъ 
зд*сь три существенно различные случая: 

1) К = ф* + т)(* 2 + л); 2) К = с(* 2 — ет) (г 2 + п) 

3) К = ф 2 — т)(ъ* — л). 

Разсматривая эти три случая, мы будемъ предполагать, 
что корни выражеш'я К не равные. Пусть по этому в% пер- 
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воле случать т<Гп и я =т. йф, тогда, полагая =А # * 

гд* следовательно о < А 2 < 1 , находимъ 



у/К у/ся. у/1 — Л 2 . $м 2 <р 

Второй случай, гд* К=с(я 2 — и*)(я 2 4-ю), им^егь два по- 
драздЪлешя 1) я*<^т и 2) я 2 >т. 

Для перваго пусть я 2 =т. со* 2 <р, — — =А 2 , гд*Ь о<[А а <Ч, 
тогда 

у/Е у/ — с(»1 -(- ^) у/1 — А 2 - **я 2 <р 
Для втораго пусть 

* 2 = — — ; — = А 2 , гд*о<А 2 <1, 

со* 3 <р я» + я 

тогда 



у/К у/с(т-|~п). у/1 — Л 2 . $м 2 <р 

* 

Третьи случай, гд* К =:с(* 2 — т) (г 2 — п), очевидно имЪетъ 
три подразд-Влешя. 

1) Когда %* <^т<^п, то, положивъ 

1 п 

находимъ 

Й2 й?Э 



у/К у/сп. у/1 — Л 2 . $*У<р 

• ■'• 

2) если т <^ г 2 <^ п, то положивъ 

8 т . п т . п ,, п— т 

п. со$ 2 <р + я».**я*<р л — (п — т)$т 2 <р ' т 

находимъ 






у/Й \/ _ СП.\/{ А 2 .5Ш 2 (р 

3) если н&конецъ я 2 > л > ш, то положивъ л 4 = -г-г~ } 



— = &*, имеемъ 



йг </<р 



у/К пу/су/1 — & 2 .шг 2 <р 
Итакъ во всЪхъ случаяхъ, когда у/К действительный, диф- 

ференщалъ — = приводится къ виду 

г <*? 



где к и С известный действительныя величины и при томъ 
всегда Л 2 <^1. Выражеше — т= приводится къ тому же ви- 
ду, когда у/К мнимый, но тогда С будетъ мнимая величина. 

Разсматривая формы принятыя для я 2 во всехъ предыду- 
щихъ случаяхъ подъ услов1емъ, чтобы всякому действитель- 
ному значешю <р соответствовало действительное значеше я, 
видимъ, что все формы г 2 заключаются въ выраженш 

х -4- л.^ш 2 © 

Поэтому въ интеграле 

М. йг 



к 



у/а + Ьг? + с *' 

функщя М, содержащая только четныя степени перемен* 
наго г 2 , обращается теперь въ рацюнальную функцш отъ 
*т*<р и весь интегралъ — въ 



I; 



ч 
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Мы сказали, что /*(шг*ср) есть ращональная функщя отъ *ш*<р, 
такая функфя въ самомъ общемъ смысл* состоитъ изъ сум- 
мы ц*Ьлой и дробной функщй, последняя можетъ быть разло- 
жена на элементарный дроби, поэтому можно сказать, что 
/*($1л 2 <р) состоитъ изъ совокупности членовъ вида 

тлЪ (а можетъ им'Ьть значеше всякаго положительнаго или 
отрицательнаго ц'Ьлаго числа и даже нуля, а подъ N иАра- 
зумЪемъ н-Ёкоторыя постоянныя величины. Итакъ разсматри- 
ваемый нами интегралъ приводится къ виду 

N0 + $т 2 <р)^9 



I 



у/1 — й 2 .*м 2 9 



положимъ для краткости у/1 — к*. $т 2 9 = Д9 и » чт °бы ви- 
деть каш функщи заключаются въ этомъ интеграл*, обра- 
тимся въ тождественному выражешю вида 

(о) (А -1- 5т 2 <р)^т. 9^9 д ? = "^ — а ? 

исполняя дифференцироваше во второй части, находимъ, что 
подъ знакомъ интеграла множитель при й<р будетъ 

2[л (Л + 5т 2 ср)^"" 4 5т 2 (р соз*у Дф + 
/г I • а ч Г 2 л -2а **• **я 2 9 со5 2 ср"| 

(А + 8Ш 9)^ I С08 (р Дф — 81П <р Д(р -г-* *• I 

умноживъ и раздЪливъ это на Дср> находимъ, что множитель 
при -3- будете 

(с) 2{х (А + 81п*уУ~~* *т 2 ср со$ 2 9 А 2 ? + 

(А + 5т 2 9)** [сос 2 (р Д 2 <р — «т 2 9 Д 2 9 — &*• **я 2 9 со* 2 ?] 
полагая для краткости 

А + **л*9 — 1 % 
находимъ 



— 9 ~ 

«л 2 <р = V — Л, со* 2 <р = 1 — V + Л, Д*<р = 1 — А*0 + Л 2 ** 
Подставляя это въ выраженш (с), находямъ 

(й)..-2{хА^"Ч(2(х+1)В.г;М^+ 2 ) С ^ + Ч(^+ 3 ) л2 -^^ 
гд* 

А = Л(1+А)(4 +А 2 А) 

В = 1 + 2А + 2А*А + ЗА 2 А 8 

С = 1 + А 1 + ЗА*Л 

если умножимъ выражеше (й) на -г 1 - и возмемъ интегралъ, 

то очевидно получимъ вторую часть выражешя (6). Следова- 
тельно, полагая 

изъ выражешя (с) находимъ 

(в). . . . (А 4- «п*9)'* 51Й Т • С05 ? ^? === — 2[* А.У|1 —1 

+ (2ц + 1) ВУ^- (2ц + 2) СУ^, + (2(л + 3) Л* . У^, 
откуда 

V (Н Ч- мп*©)* 1 . . , 2иАУа_- 

У{1 +» Н2(х + 3) * "У * С °^ ' А * + (27ТЗК 

(2^ + ОВУ^ (2а + 2)СУ^ < 
(2{л+3)Л* "^ (2(Л + 3)А* 

полагая зд*сь (л=0, 1, 2, 3 нахвдимъ 

У 8 = ^5«пу . со*у Ду ___ У о+ __ V, 

" (Л + «Уу) ■ А .«А,. ЗВ., ,«„ 

8== 5&* т/ «ту. ему Ду + дрУ — -^у,+ -р V, 

(Л 4- т 3 у)' 4 А 5 В у , 6 С 

у (Л + *»"*у) 3 • А , 6А-. 7В., , 8С„ 
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Отсюда видимъ, что У 2 выражается чрезъ У и У 4 , инте- 
гралъ У 3 выражается чрезъ У , V, и У 2 , но У 2 выражается 
чрезъ У и У 4 , сл-Ьд. У 3 выражается тоже чрезъ У и У 4 
и т. д., отсюда заключаема, что интегралъ Ур для всЬхъ по- 
ложительныхъ значешй [а, начиная съ 2 зависитъ только отъ 
двухъ интеграловъ У й У г Что касается до отрицательныхъ 
значенШ [/., то рЪшивъ выражеше (е) относительно интегра- 
ла Ур_^ 4 находимъ 

„ (А + 5Ш 2 ф)^ 81Щ С08Ф Дф (2а + 1) ВУа 

ум __ .■ ■■■ — — -4— ■ 

* 1 2{хА г 2(хА 

№* + »)€?,» + , (2(л + з)&% 42 

2(лА "*" 2[хА 

полагая здЪсь (л = — 1, — 2, — 3, и т. д., находимъ 

у _ 8Щ . сову Ау { В _А*1у 

~ 2 2А (А + 5ш 2 9) + 2 А - 1 2 А * 

*т(рсо*?Аф ЗВ ГС , 1^ у 

" 3 4А(А + т 2 ? ) 2 МА - 2 ~2А У - | + 4А в 

~ 4 6А(Л + 5ш 2 ? ) 3 + 6А - 3 — ЗА - 2Ч "2А - 1 



отсюда мы видимъ, что У__ 2 выражается чрезъ V, и У_ 4 ; У 3 
чрезъ У__4, У и У__ 2 , но У_ 2 само выражается чрезъ V, й 
У_! сл*д. У_ 3 выражается чрезъ У__,, У ,У 1 ; также видно, 
что и всЬ остальные интегралы Уу. въ которыхъ [л имЪетъ 
отрицательное значеше зависятъ только отъ трехъ интегра- 
ловъ У_ р У и У 4 , а потому заключаемъ, что вс* интегра- 
лы У», въ которыхъ [л имЪетъ кашя угодно положительный и 
отрицательный значешя зависятъ только отъ трехъ интегра- 
ловъ У_ 4 , У и V,, другими словами интегралъ 



-]■ 



Да " Ю 



• • • • 



— и - 

приводятся въ зависимость только отъ интеграловъ 

V Г ^ -У — Г*? • V — Г (Л + ""'«Р)**? / > 

-' ~~Л С* + **"?)*? ' ' "^ А? ' ' "^ А? "^ 

первый изъ этихъ интеграловъ представимъ въ вид* 

~ 1 к] О + п • «я 2 <р)Д<р ' 

гд* п = г . Полагая — Ц 1 = т Н В Дф, находимъ 

А + $т 2 <р = А + В(1 — А 2 . $ш 2 ф), откуда 

р_ * А АА 2 4- I 

в — — ■?; А — ~ 

следовательно посл^дшй изъ интеграловъ (д) приводится к*у 

и такъ разсматриваемый нами интегралъ (/*) окончательно 
приводится въ зависимость только отъ трехъ такихъ инте- 
граловъ: 



/Й'Г**-^ 



(1 + п $*>г<р)Д<р 

которые принимаются обыкновенно за нормальныя формы эл- 
липтическихъ интеграловъ перваго, втораго и третьего вида. 
Лежандръ означилъ ихъ чрезъ Р(<р), Е(?) и П(я, ?)• Первые 
два интеграла зависятъ отъ двухъ величинъ ф и А, называв' 
мыхъ амплитудой и модулемъ, третш кромЪ того зависитъ 
отъ величины п, которая называется параметромъ. 

2. Если положимъ а — зту , то Нъ = со$<р . йф ; 

Л% йъ 
йф = = = и предыдущ1е интегралы обратятся въ 
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<*2 



/г 



(1 + п* 2 ) ^1— г 2 ^* — к*** 
Полагая 

(1) Г' , '* 

Л V 1— А 2 .5ш 2 ф 



♦ 



Якоби разсматриваетъ пред-Ьлъ интеграла какъ функщю са- 
маго интеграла, означаетъ эту зависимость чрезъ у — ат(и) 
и называетъ <у амплитудою и при модул* А, а самое и ар- 
гументомъ своей амплитуды <р. Тогда 

я = 8тат(и) 



у/1 — я 2 =со*ат(ю) 



у/1 — А 2 * 8 =Д ат(м). 

Поел* этого видно, что интегралы втораго и третьяго вида 
составляются извЪстнымъ образомъ изъ функщй вгп ат(и), 
со8 ат(и), Д ат(и), которыя поэтому мы будемъ называть 
элементарными эллиптическими функщями. 

Такъ какъ изъ (1) агБдуетъ, что -^ = Д<р, то, по означе- 
шю Якоби, это выражеше представится въ вид* 

(Ц ^=^„. 

Мы знаемъ, что 

дату йсову ^Д<р к*$гпу.со$у 

йу **' йу '* йф Д<? 

а это, по означенно Якоби, обратится въ 



— и — 

Л 8тат(и) 



Ли 



= со$ат(и)&ат(ы) 



/о\ Нсо$ат(и) . 

(3) = — 8тат(и)кат(и) 

* = — к 81пат(и)со$ат(и). 

Примемъ въ интеграле I -~- амплитуду <р за мнимую вели- 
чину и положимъ 5Ш<р = йапд\, тогда, называя величину, 
квадратъ которой служить дополнешемъ до единицы квадрату 
модуля к, чрезъ &', т. е. принимая А* — |— Л' 2 = 1 , находимъ 



С0$<р = у/1 + /аядг'ф = $есф; Д<р = у/«ес 2 ф + Л' 2 (|/алуф) а 



■ _ у/ 1 — й'Уп'ф __ А(*',ф) » 
дал'Ье выражеше $м<р = г1апд} даетъ 

С05фаф = ГГ > НО С08О = — г . 

7 т СО* ф 1 СО*ф 



Следовательно 



А • ^ 






поел* этого видно, что 

~ф) 

положимъ въ этомъ случай 

/щ^" 5 ф = «т(«,А') 
тогда 

^ т 3- = ш; ф = дая(ш) 
Д<р т 

подставляя последнее въ 



— и — 

находимъ 

лп от (ги) = 1 1апд ат (и, к') 

I 



(4) сов ат (ги) 



сов ат (и, Л') 



Дат (ги) = ; — рг 

х ' сое ат (а, к ) 

такимъ образомъ выражаются элементарный эллиптичесыя 
функщи мнимаго аргумента по такимъ же функщямъ действи- 
тельна™ аргумента и дополнительнаго модуля*). 

2. Не трудно обнаружить что элементарныя эллиптичесвд 
функщи 81п ат (ад), соз ат (и) и Дат (и) суть функщи двойно- 
перюдичныя. Въ самомъ д*л*, мы знаемъ, что вообще 

О пят 

означимъ аргументъ амплитуды ^ т. е. величину Р (•=, К ), 

зависящую только отъ модуля к чрезъ & и будемъ называть 
его полнымъ аргументомъ. Если поэтому 

к 

2 * т 

О 

положимъ что ?4 = ? — птг, тогда Дф ='<{ф д ; *т(р 1 = — згпу, 

Д<р=д^р 1 ; но при 9=ятс, <р 1 =0; при <р=птс + /3, 94— 0, 
поэтому 



*) С. С. I. 1асоЫ. Ршн1атеп1а поуа Шеопае ГипсИопит еШрИ 
сагит. р§. 34. 
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О о 

Подобными же образомъ, полагая въ выраженш 



О О Я1Г— /3 

^ = яте — <р, находимъ 

пп — /3 р 



сдЪдовательн 



$ 



я— & 



яяп+г/З* /3 



пусть 



о о 



о 



тогда 



я»г=Ь]3 



( -2- = 2пК =*= и; птг =ь (3 = аго (2лК=ы«) 

О 
иди 

(5) п% =ь ат(и) = ат (2пК =*= и) 

принимая здЪсь п—1 и разсиатривая одинъ знакъ минусъ, 
находимъ 

(6) зги ат (и) = вгп ат (2К — и) 

отсюда заключаемъ, что, нешмтьняя синуса амплитуды, можно 
вычесть аргумент* изъ удвоеннаго полнаго аргумента. 



— 1« — 

ДалФе, такъ какъ ат ( — «•) = — ат (и), то выражеше (5) 
можно представить въ вид* # 

(6') ат (и) =±= тг = ат (и =*= 2яК) 

полагая зд*сь л = 2, имЪемъ 

(7) $гп ат (и) = $гп ат (и =*= 4К) 

отсюда видимъ, что синусъ амплитуды не изменяется, если 
увеличимъ или уменьшимъ аргументъ на 4К. Но это спра- 
ведливо не только для $т ат (и), но и для со8 ат (и), кат (и). 
Въ самомъ дЪлЪ при я = 2 изъ (6') находимъ 

со$ ат (и) = со$ ат (и гь 4К) 
а (7) даетъ 

Дат(«) = Д ат(м =*= 4К). ф . 

Итакъ заклрчаемъ, что функщи ят ат (и), шЪ&п (и), Д ат(м) 
суть переодичесюя относительно аргумента и и возвращают- 
ся къ прежнимъ величинамъ всяшй разъ какъ и увеличивает- 
ся или уменьшается на величину 4-К. Это приращеше неза- 
висимаго перем'Ьннаго, отъ котораго наши перюдичесюя функ- 
цш возвращаются къ прежнимъ своимъ величинамъ, называет- 
ся указателемъ перюдичности. Такимъ образомъ видимъ, что 
указатель перюдичности для элементарныхъ эллиптическихъ 
функщй не есть простая постоянная числовая величина, какъ 
для функщй тригонометрическихъ, но зависитъ отъ модуля, 
если же этотъ посл*дн1й есть не А, но А\ то указатель пе- 
ршдичности будетъ не 4-К, но 4»К\ Такъ напр. 

81п ат (и =±= 4.К', А') = вт ат (и, А'). 

ДалЪе, вторыя части выраженШ (4») содержатъ модуль к', 
поэтому они не изменятся, если въ нихъ поставимъ и^&К' 
вместо и и тогда 

$гп ат (ги =*= 4Ж.') = %1апд ат (и, А') = вгп ат (ги) 

I 

сов ат (ги г±. 4Ж') = — -^ = со8 ат (ги) 

сов ат (и, к ) 
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а /• / -1ГГЧ ком (и,к') 

Д ат (ш =ь 4,К') = У-утч = Даш (ш) 

' сов ат (и, к) ч ' 

если вездЪ напишемъ к вместо ш, то получимъ 

зт ат (и =±= 4*К') = $1л ат (и) 

соз ат (и =ь 4Ж') = соз ат (и) 

Д ат (и ± 4Ж') = Д ат (м) 

такимъ образомъ видимъ, что фукцш зт ат (и), соз ат (и) и 
Д ат (и) имЪютъ еще мнимый перюдъ и указатель его есть 

ЗамЪтимъ еще при этомъ, что такъ какъ 

зт (<р =±= т) =— зщ; соз (<р±и) = - созу, Д((р =*= тг) = Д (^р) 9 

то 

згп ат (и =ь 2К) = — зт ат (и) 

соз ат (и =*= 2К) = — соз ат (и) 

Дат(«± 2К) = Д ат (и) 

наконецъ, поставивъ въ выражешяхъ (4>) и =ь 2К' на мЪсто 
и и обращая внимаше на послЪдшя выражешя, легко на- 
ходимъ 

зт ат (и =*= 2*К') = зт ат (и) 

соз ат (и =*= 2Ж') = — соз ат (и) 

А ат (а ± 2*К') = — Д ат (и) 

3. Къ тому что сказали до сихъ поръ объ элементарны» 
эллиптическихъ функщяхъ прибавимъ еще т& соотношещя, 
которыя аналогичны съ тригонометрическими вида 

*™ (I — О = С °*Ч' С08 (I ~ О = * ,п? * 



Положимъ въ интеграле 



9 

о 



2 



— *8 — 

со$ф 
$гщ = — ^ , тогда 

Л'зтф . &' 

"•? в -дГ! А< Р = Дф 

, Л' *тф 

Следовательно 
/оч й?__<*ф 

* у Д? — Дф ' 

такъ какъ при ? = О, ф = - , то 

. К К . 

9 * 2 2 * 

^ф ^ф^дф^дф >ф 

О 1*00 



т. е. 



Пусть 



О 

* 



/9 * 

а ? _ л*ф 
д^- к ^дф' 



} дф = * ; Ф = ат М> 

О 



тогда 



9 



|^| = К - и, ? = ат(К — и) 

подставляя же это последнее и ф = ат (и) въ (8), находимъ 

пт \ со $ ат ( и ) ,тт \ *' *н» ат (и) 

$гп ат(К — и) = — т\^ ; со* ат (К — и) = — -^ 

7 Дат (ю) ч ' Д ат (и) 

(10) 

Д ат (К — и) = - г . 

Л ' Д ат (м) 
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Для этихъ трехъ функций Якоби вводитъ еще особое озна- 
чеше. Такъ какъ К относится къ какому либо аргументу и 

точно также, какъ ~ къ какой-нибудь дуг* <р> то амплитуду 

отъ К — и онъ называетъ дополнительной амплитудой или 
коамплитудой отъ и, такъ что выражения (40) поэтому озна- 
ченно будутъ: 

, ч соз ат (и) . ч к', згп ат (и) 

зт соат (и) = — ^-т 5 соз соат (и) = — , , ' ; 

1 \ ат (и) 1 ' кат (и) 

к' 



А соат (и) — 



А ат (и) 
(1асоЫ. Рип. поу. р§. 31). 

К 
полагая и = ~, мы находимъ 

2 

К к 

соз ат- к' . «ш ат - 

зшат^^ ^-; соз ат - = ^— 

Дат - Дат - 

А К к' 

Дат — = 



Лат гг 

2 



отсюда легко находимъ 



К * К \/ *' Л К /У 



2 — у/1+А" 2 V 1+А 



2 V А' 



/ап^ ат -^ 

изъ выражешй (10) легко получаются подобный же выраже- 
шя для аргумента и+К, если только вместо и поставимъ— и, 
и тогда получииъ 

2» 
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сов ат(и) 



вгп ат (и -{- К) = 



(12) со$ ая* (*«-}- К) = 



Дат (и + К) = 



Дат(м) 

к'вгпати 

Дат (и) 

Л' 



Дат(м) 

и вмЪсгЪ съ этимъ изъ (10) получимъ 

, тгч сов а/и (к) . __ ч А'$м ат(м) 

(и — К) = — -^ ; шат(и — К) — ч/ 



вгп ат\ 



Дат (и) ч ' Дат(и) 

следовательно 

х ^ со5 аш(и) Й _ ч А'*!л ат(и) 

ли ат(м ± К) = =±= -- ---- , сов ат(и ±К =ч= — 7 -^ 

4 Дат (и) 1 Дат(и) 

13) 

А' 



Дат (и =*= К) = 4" 



Дат(к) # 

Постэвивъ зд-ёсь ги вместо и и обращая вниманье на (4), 
получимъ 

/. «л 1 /• т-ч гк' вгпат(и 9 к') 

вгп атш^ьЩ = =ь т — - — -^ со* ат(и*=ьК)= =р — т х \; ч ■ 

4 ' Даго(ю,А) ч ' Дат(ю,А) 

(Н) 

/• 1г\ -ЬА'со*ат(к,А') 

подставляя въ (4) величину м±К' вместо и, получимъ 

5Ш ат(ш =ь I К') = I *ап</ ат(и=± К', А') 

1 



со* ат(ш =ь * К') = 



сое ат(и =±= К',А ) 



л с -^ -к'ч Дат(м ±К,А) 

Д ат(ги =ь Ж ) = ; , / 

4 ' сов ат(и =ь К, А) 
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внося сюда вместо со*ат(к=ьК'); 1д ат(«=ьК) и Дат(и=±=К') 
ихъ величины изъ (13), получимъ 

/• _^_ -^ * С08ат(и,к') 

4 ' кётат{и,к) 

/• _^_ -1г'\ Дат (и, А') 

сов ат (ги =*= г К ) = чр _ — : ; — гтг 

4 ' кзтат (и, к) 

{ 
Дат (ж ± I К') = ^ 



$гп ат (и, к') 

выразимъ опять посредствомъ (4.) эллиптическ!Я функщи съ 
модулемъ к' по эллиптическимъ функц1ямъ съ модулемъ к и 
наконецъ поставимъ ш на мЪсто к, тогда получимъ 

ыпат (и=ы11)=- — : -; со8ат(и^ыК ) = =|=- — : — ^- ч 

* ' к.$тат(щ ч ч ' к.8гпат(и) 

Дат (и =ь I К') = =*= • со^ ат (м) 
отсюда для знака — имЪемъ 

1 1 

*ш ат(м) = - — : 7 =- Дат(и)=-| — ,со1дат(и — Ж') 

• *ая0 ат(|е) = -. 



• Д ат(и — I К ) 

Такимъ образомъ мы видимъ, что 8%п ат(и) и Д ат(и) при 
одной и той же величине и т. е. при и = I К' обращаются 
въ безконечность. ДалЪе изъ выражешй (15) видно, что при 
« = о, ш ат(± |'К'), со* ат(=*= * К') и Д ат(± 1*К') обра- 
щаются въ безконечность, потому, сдЪлавъ въ послЪднихъ вы- 
ражешяхъ и=о, найдемъ, что $*/* аф(и) и 1апдат(и) оба вм-Б- 
стЬ обращаются въ нули при и = о. Если же 8%п ат(м) и 
Аат(и) обращаются въ безконечность для одной и той же ве- 
личины и, то заключаемъ, что об* эти функцш могутъ имЪть 
совершенно одинакихъ знаменателей за исключешемъ посто- 
янной независящей отъ и. ДалЪе, такъ какъ шгат(к) и 
Хапд ат(и) обращаются въ нуль для одной и той же величи- 
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ны и, то об* функщи могутъ иметь одинакихъ числителей. 
И такъ 8%пат{и) иагЪетъ числителя одинаковаго съ 1апдат{и), 
а знаменателя одинаковаго съ Дат(и). 

4». Мы переходимъ теперь къ обзору техъ свойствъ эллип- 
тическихъ функщй, которыя могутъ быть обнаружены по 
средствомъ такъ называемой теоремы сложенгя. Эта теорема 
можетъ быть выражена следующими словами. Если сложимъ 
два эллиптические интеграла перваго вида съ одинакими мо- 
дулями, то ихъ сумма опять будетъ эллиптически интегралъ 
того же модуля и высилй пределъ полученнаго интеграла бу- 
детъ алгебраическою функщею высшихъ пределовъ двухъ дан- 
ныхъ интеграловъ. 

Обратимся къ уравнешю вида (9), т. е. къ уравнеюю 

интегрируя это, находимъ 

Щ) + Е(ф) = С; 

заменимъ постоянную С другою а, которая определялась бы 
подъ тёмъ услов1емъ, чтобы ф=с при <р=0, но такъ какъ 
Р(0) = 0, то С = Р(с), след. # 

(16) Щ) + Щ) = *(*>> 

не трудно доказать, что между величинами <р , ф и с суще- 
ствуетъ соотношеше вида 

(1 7) С08Ъ = С08О СО 8'^ — 81Пу бшф Д(7. 

Въ самомъ деле построимъ сферически треугольникъ по 
сторонамъ АВ = а, АС = у, ВС = ф, для этого треуголь- 
ника имеемъ 

С08О = С08^ . С08'\> -{- 81ПО . «мф С08С 
(18) ... . С08^ = С08'^ С08С + 81ГК5 «лф СО$В 

С08^ = С08О С08Я + 5Шф . 8ШС. СОбА. 
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Положим* что шС, еовЪ, со*А имЪютъ числовыя величи- 
ны — Да, Д<р и Дф, т. е. что 

(19) . . . со«С = — Дет; со*В = Д<р; со$А = Дф 

и уголъ С тупой. Тотъже треугольникъ даетъ 

*тС 8тЪ 8%п А 

5ШСГ здпф ш»ф 

услов1я (19) удовлетворятся, если за А въ Д<т, Д<риДф при- 
мемъ величину этого отношешя, т. е. если 

, втС $тЪ : ^ 8гпА 

$т я «шср ежф 

Чтобы доказать, что соотношен1в(17) 

л существуетъ вместе съ уравнешемъ 

Л (16), докажемъ, что при соотношеши 

(17) удовлетворяется дифференщаль- 

. Лф . йф л 
ное уравнеше — *- + -г— = 0. 

Разснатривая сторону а и уголъ С какъ постоянный, из- 
агёнимъ безконечно мало сторойы ф и ф. Опустивъ перпен- 
дикуляры аа и Вр на стороны аб и АВ, пренебрегая безко- 
нечно малыми высшихъ порядковъ, им*емъ аВ=а|3, но АВ=а6 
след. Аа=6/3, или — й<р . сое А = йф . со$В, но со8 А = Дф, -♦ 
со$ В = Дф, поэтому — Ау Дф = <*ф ^?» или 

д ? + дф — и# 

Сл*д. действительно при соотношешяхъ (18) дифференщ- 
альное уравнеше существуетъ. 

Итакъ 
существуетъ вместе съ (18), или съ 

СО 8(5 = С05ф СО«ф *Мф «пф Д(Т 

(20) соаср = совф . со*я + миф $т<т Дер 

со$ф =г со*с со*9 + «та «т^ Дф. 
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изъ двухъ послЪднихъ уравнешй чрезъ исключеше соза 
имФемъ: 

со« 2 ф СО* 2 ф 

згпФ со*ф Дф — деяф созу А ср 

но умноживъ числителя и знаменателя на зщ со8<\> А<\> 
-4~ **лф со*9 А<р и замЪтивъ, что знаменатель легко приводится 
къ виду 

(мл 2 <р — *т 2 ф) (1 — Л 2 . вт 2 9 . *м 2 ф), 
им'Ьемъ 

^^^Н^у + ^уАу 

1 — А. зт ср 51Л ф 

т* же два послЪдшя изъ уравнешй (20) по исключенш зтв 
даютъ 

$1п<р сов<р Дф — «тф со$ф Д? 

«тф со*ф Дф — «тф со*9 А^' 
или 

сову . со$ф — зту $тф А 9 . Дф 

С08<5 гг г*5 Г"51 

1 — к . 8%П 9 • мп ф 

Первое изъ уравнешй (20) поел* подстановки въ него веди- 
чинъ $%п(5 и соза изъ уравнешй (21) и (22) даетъ 

л А9 Аф — & 2 . згпу зшф со*9 С °*Ф 

1 — к 2 . *!» 2 9 • *»я 2 ф 
если 

^ =|# Л4~*' т ° п ° ур авнен1ю ( 1б )|д^ =и +^ 

следовательно 

9 = ят(и), ф = ат(у)\ а = ат(и + г?) 

поэтому уравнения (21), (22) и (23) для положительнаго и 
отрицательнаго значешя ь могутъ быть написаны въ виде 



— 25 — 

вт ат(и =*= ь) = 

вгп вт(и) . сов ат(у) &ат(у) =*= вгп ат(у)сов от (и) \ат(и) 

I — А 2 . *т 2 ят(м) «V ат(у) ' 

сов ат(и ±г) = 

.л сов ат(и) сов ат(у) ч= вгп ат(и) вгп ат(у) Да/и (и) Д<ш?((?) 
* ' , 1 — А 2 . «л* ят(м) мп л ат(у) ' 

Дот (и =ь г) =?& 

Аот(ц) А^1У|(!?) ^ А 2 вгп ат(ы) сов ат($) 8т ат( у) сов ат(у) 

1 — А* . мл* 0т(к) $т 2 ат(у) ' 

изъ этихъ выражешй, полагая для краткости 

ат(и) = а; ат(у)=Ь, ат(и-\-у) — с, ат(и — ») = 0, 

легко находимъ слФдуюпця примечательный соотношешя дан- 
ный въ безмертномъ сочиненш Якоби Рипс1атвп1а поуа Шео- 
пае йтс1опит еШрисагшп § 18, ра§§. 32, 33, 34: 

. . . . л 2«т а . совЬ Дй 

1 . вгпс + вгпч = 71 ^5 ~*~г 

1 — А . мл а $т о 

л . л 2мл 6 . со* а Да 

2. млс — вгпч=- 



1 — А 2 . *т 2 а . мл 2 6 



л , А % сова сов Ъ 

6. СОВа 4- С08Ч = 7 71 г-з г-гг 

1 — А . вгп а . вгп о 

, л 2м*яа . вгпЬ Да Д6 

*. сова — совч = -' 



5. Да + Дв = 



6. Д<г — Дв±= 



1 — Л 2 . мл 2 а • вт*Ь 
2Да . Д6 



7 . «та . млб = 



8. сова. со$6 = 



1 — А 2 . вт*а . мл 2 6 

2 А 2 м'л а.мл Ь сова, сов Ъ 
1 — А 2 . мл 2 а . мл 2 6 

•8 «81. 

мл а — мп о 



1 — А 2 мл 2 а мл 2 6 

сов 1 а — мл 2 /6 Д 2 а 
1 — А 2 , вгп 2 а вт*Ь 



9. Д<т.Д(т = 
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Д 2 а — А 2 . со8*а . «п 2 6 
1 — А 2 . згп 2 а . «п*6 



. л . . . . л соз Ь + «я*а Д 6 
10. 1 + «ПС 81ПЧ = г5 — ^"« ^п 

1 — А .«па 81П о 

» 

... . . л со$ 2 а + 51П *Ь Д 2 а 
11.1 — 81№ «п0 = т « . « г-з! 

1 — к . «то . то 

• 

. л . , ?2 . . д Д 2 6 + А 2 . «т 2 а С05 2 6 

12. 1 + А . «П<7 . «п9 =-. г? — г"1 гтг 

1 — А . 81п а . «по 

. . 12 . .л Д*а + А 2 . «*п 2 6 со8*а 
16. 1 — А . «пс . «пО ==— Гв - — г-^ — г-гт— 

1 — А . 81П а 81П о 

им, л СО«*Я 4- С08*Ъ 
14. 1 + С08<5 . СО$9 = т П — *— й г-г- 

1 — А . 8%п а . 8т о 



15. 1 — со8асозУ = — а '. 2 — г-ог- 

1 — А . мл а «то 

1 — А . та ♦ то 

. _ . А ж л А 2 («п 2 а со5 2 6 4- «л*6 со$ 2 а) 
17. 1 — Д<7. Д0=-Л_ _ Т ! 1 — 

1 — А «па «по 



мо /I • \ /I • л\ (со$6 =ь «па Д6) 2 

18. (1 ± «пс) (1 ± «пб) =± П — п — -4т 

1 — А\ «па 5Ш о 

, /!_,_. \ /. . лч (соза =ь 8%пЬ Да) 2 

49. (1 ± «п<7) (1 ^ «п6) =) „ п * пс ;А 

1 — Л . «п а «п 

ол /1.1 • \ /« ? . Л \ (ДЬ =ь А . «па . со$6) 

20. (1 ± А . «п(у) (1 =ь А . «пб) = Ц П — — — ± 

' 1 — А . 8гп а . «п 2 6 

21. (1 ± А . 8гт) (1 =р А . «пО) = ч — -. п — —^ — ^-^ 

1 — А . 8т а «п 6 

лл /I . л \ /| . л\ (С08 а =± С08 Ь)* 

22. (1 ± ищу) (1 =ь со$6) = — *— - — — Ц- 

1 — А . «па . 8т Ь 

оо /| . л л \ /| лч («па Д6 =р «пб Да)* 

24. (1 ± Дс) (1 =ь Дв) = <*«**»>' 

1 — А\ «па «по 



27 — 



25. (1 ± Да) (1 =р ДО) = ] тг-Ч- 1 — ^ 



26. «та . со$9 = 



А 2 , мп'а т 2 6 
та сова Д6 + ял 6 со* 6 Да 



27. со$<г *м6 = 



1 — А 2 . т 2 а вт 2 6 
та со*а Д6 — 8гпЬ . со«6 Да 



28. тсДб — 



29. ДатО = 



30. С08С Дб = 



1 — А 2 . т 2 ат 2 6 

со$6 ша . Да + со$а т& . Д6 
1 — Л 8 . 8т*а 8гп*Ь 

со$Ь . ша Да — сова 8%пЬ ДА 
1 — А*. т*а . т*6 

С05а со«6 Да . Д6 — А' 2 ша . тб 
1 — А 2 . т*а . т 2 6 



, Л сова . со$6 Да Д6 + Л' 2 та . тб 

31. Д* сов 6 = Гг — г! гтт 

1 — А . 8\п а . $%п о 

• / , а\ 2 т д сова Д6 

32. *ш(а + в)=- — п — ^ — г-п: 

7 1 — А . 8т а 8т о 

ол . / ■ Л \ 2.«л6со$6Да 

33. т((1 — в) = 5 — — — г^- 

1 — А . 8т а 8т о 

о , / , т ш*а — т 2 а . Д 2 6 

34. С08((7 + в) = п — ^ г-тт 

х ' 1 — к*. 8т*а . 8т л Ь 

«- , Лл со« 2 6 — т 2 6 Д 2 а 

35. со*(а — 6)=- п — п — г-тт- 

1 А . 8Ш а 81П О 

Теорема сложения имЪетъ примкнете и для интеграловъ 
втораго и третьяго вида, но объ этомъ будемъ говорить ниже. 

5. Прежде чемъ разовьемъ элементарный эллиптическ!я 
функцш въ безконечныя произведешя и ряды, остановимся на 
сл*дующихъ геометрическихъ соображешяхъ. 

Представимъ себ* два круга разныхъ рад1усовъ и цент- 
ровъ, — два круга, находянцеся одинъ въ другомъ. Вусть 
центры круговъ будутъ Сие, рад1усы ихъ К и г, разсто- 
яше центровъ пусть будетъ о. Возмемъ на большомъ круг* 
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произвольную точку Р и соединишь ее съ центрами круговъ; 
уголъ лиши ГС съ лишею АВ соединяющею центры наэовемъ 
чрезъ 2<р, тогда 

Гс 2 = В 2 + Я* + 2ВЯ со$ Ц 




проведемъ изъ Р касательную къ малому кругу РТ, тогда 
РТ* = Рс* — г*, помня, что со* 2<р == 4 — 2 вт 8 9» им*емъ 
РТ* = (К + $)* — г* — Ш в»п*ср; 



П-^ + ^-г.у/4-р^ 



8ХП Ср 



полагая 
(26) . . . 
находимъ 



4оК 



(К + еу — г 



= &'. 



РТ = ^(К + 8)* — г*у/1 — к*. «п 8 ф = 



Д? \/(К + $)* 



:Г7=Л^д Ф . 



Если проведемъ касательную къ малому кругу изъ А, то 



А< = >/(К + 8) 1 + г\ или А* =Л^ и 



потому 



(27) 



РТ = А< . Д? 
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означимъ чрезъ Р' точку, въ которой касательная РТ во вто- 
рой разъ пересекается съ болыпимъ кругомъ и пфюжимъ 
уголъ АСР' = 29', тогда 

(28) Р'Т = А* . Д?'. 

Покажемъ теперь, что углы 9 й ?' связаны между собою эл- 
липтическимъ дифференщальнымъ уравнешемъ. Для этого 
уголъ 9 увеличимъ на произвольный уголъ А и пусть 

АСО = 2(9 + А), такъ что РСС = 2А; 

изъ С проведеиъ касательную ОС къ малому кругу и озна- 
чимъ происходящее отъ этого приращеше угла 9' чрезъ Л', 
такъ что 

АСС = 2(9' + А') и сл*д. Р'СС = 2А' 
хотя А и А' конечные углы, но 

/ш1г7=з^> для А = 0. 

Назовемъ точку пересЪчешя прямыхъ РР' и СС чрезъ М, 
тогда изъ подобныхъ треугольниковъ РМС и СМР' имФемъ 

РО _ РМ 
Р'С' — СМ' 

но РС = 2К«пА, СТ = 2В**лА' и такъ 

. млА 
РС _*тк _ П 1Г _ РМ 
Р'(1' — *тК'~ 8 тК~ &'М ' 

Если А обращается въ нуль, то ОС совпадаетъ съ РР' и 
кромЪ того , 

,. «я А .. *1пА' . ,. А 4о _ . 

«т-7- = 1; /ни — — = 1, /1т Т7 =-7 Е 7 при А = 
л л л а9 

но при обращенш А въ нуль точки М и С/ совпадаютъ со- 
ответственно съ Т и Р' и мы получаемъ 
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но вставляя вместо РТ и Р'Т ихъ величины изъ (27) и (28), 
находимъ 

<^р Д^р Д:р Дер 

такимъ образомъ видимъ, что углы <р и ?' действительно на- 
ходятся между собою въ соотношенш* представляемомъ диф- 
ференщальнымъ эллиптическймъ уравнешемъ. 

Когда большой и малый круги даны, то данъ и модуль к 
по уравнешю (26). Когда же данъ большой кругъ и модуль к, 
то малый кругъ не вполне еще определяется, ибо для опре- 
дЪлешя положешя и величины малаго круга придется тогда 
определить две величины 5 и г изъ однаго уравнешя (26). 
И такъ одной и той же величине модуля к принадлежитъ це- 
лая система безчисленнаго множества внутреннихъ крутовъ. 
Спрашивается въ какомъ геометрическомъ соотношеши на- 
ходятся все эти круги? 

Известно, что геометрическое место всехъ точекъ, име- 
ющихъ то свойство, что касательный проведенный изъ какой 
нибудь изъ этихъ точекъ къ двумъ кругамъ равны между со- 
бою, есть прямая лишя, которая поэтому и" называется ли- 
шей равныхъ касательныхъ. Какъ известно изъ геометрш 
свойства этой лиши таковы; 

1. Еели точка Р лежитъ на этой прямой, то Р$ = Р8. 

2. Лишя равныхъ касательныхъ перпендикулярна къ лиши 
соединяющей центры обоихъ круговъ. 

3. Если круги пересекаются, то прямая идетъ черезъ две 
точки пересечения. 

4. Если круги лежатъ одинъ совершенно вне другаго, то 
прямая проходить между ними. 

5. Если одинъ кругъ лежитъ внутри другаго, то лишя рав- 
ныхъ касательныхъ находится вне обоихъ круговъ и на той 
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ихъ сторон*, на которой находится центръ внутренняго кру- 
га относительно внешняго. »<Ф 

Следовательно по последнему свойству центръ внутрен- 
няго круга не можетъ переместиться въ другую сторону отъ 
центра внешняго круга, не увлекши за собою туда же и ли- 
шю равныхъ касательныхъ. Но не изменяя положешя лиши 
равныхъ касательныхъ, центръ мала го круга можетъ совпасть 
съ центромъ большаг^. Следовательно наименьшая величина 
<?, при которой положеше лиши равныхъ касательныхъ сохра- 
няется есть Я=0, но, определяя изъ уравнешя (26) вели- 
чину г 2 , находимъ 

, А 8 (К + Я) 2 — 4$К 
г = р 

что при # = даетъ К = г, т. е. что для наименыиаго 5 при 
сохранены* положешя лиши равныхъ касательныхъ внутрен- 
нШ кругъ совпадаетъ съ внешнимъ. Спрашивается какова 
наибольшая величина 8, для того, чтобы положеше лиши рав- 
ныхъ касательныхъ не изменялось. Такъ какъ очевидно, что 
5 увеличивается по мере того какъ г уменьшается, то 5 до- 
стигаетъ наибольшей величины, когда г обращается въ нуль, 
т. е. когда малый кругъ обращается въ точку, назовемъ эту 
точку чрезъ О и определимъ ея разстояше отъ центра боль- 
шаго круга; для этого очевидно стоитъ только написать СО 
вместо 8 и положить г = въ предыдущемъ выражеши (26), 
которое даетъ такимъ образомъ 

4К . СО 



А' = 



,8 > 



(К + вО) 1 

пусть дополнительный модуль будегь к', тогда к'* =■ 1 — к 1 , 
внося это имФемъ 

, „ _ (К — СО)' Ь ,_ В — СО 

* ~(к+со?' И1И к + со' 

СО 1 А' 1 &' 

Следовательно -=- = _, , положимъ К = т~ т-п тогда 

К 1 -+- к ° 1 + * 

СО = А К. 
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КровгБ введенныхъ до сихъ поръ угловъ разсмотримъ еще 
уголъ %, который составляетъ линш РО съ СО. Такъ какъ 
при обращенш малаго круга въ точку касательная РТ об- 
ращается въ РО и А* въ АО, то Р0=р = А0. Д(<р,А), или 
р = (АС + СО) Д(<р, А), сл*д. 

(29) Р0=р = К(1+А )Д( ? ,А). 

Между углами 9 и 9о легко найти соотношеше. Въ самомъ 
дЪлФ треугольникъ СРО даетъ 

СГ_ *тС0Г В _ *т<р 

СО — $т СРО Т ' е# ВА — 8%п(Ц — ср ) 

или / 

(30) *т(Ц — <р ) = к *т <р 
такъ какъ 

2? — ?о = ?-(?о — ?); ?о = ? + (?е-?)> 

то (30) даетъ 

*1п<р со*(9 в — 9) — " С08 9 * ,п (9о — 9) 
= А в *ш<р со*(<р — 9) + А СО *9 *»(9# — 9) 
или 

<09 — ^(9о — 9) = *о^9 + *о^(9о — 9) 

1 д 

*™0(9о — 9) = |ГрТ° '"^ ? 
но . , / = к\ цо этому 

' а *0(9о — 9) = *'^9> ми ^9о — ^9 л > , ф 

откуда 

<"> *»* - ( -т^^ • 

Треугольникъ РОВ даетъ 

0В : РО = *т(<р — 9) : * ,п ?» 
но (29) даетъ вмЪсгЪ съ этимъ 
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откуда 



К(1 — * ) : К(1 + А.) Д(<р,А) = «ОД - ?) : «»? 

« 

. (1 — А )*т<р к'$ту 



**"»»(?а — ?) 



(1 + *,Ж?,*)- Д(?,А) 



следовательно 



но 



А'. $1Лф 

(1 — к'. (апд*у)зту 



С05 9о = 



(1 + к')1апду 



поэтому 



$шф со*<р 



(1 — &'. ^д ^ ®)8^пу 9 со$^ к'.$т% 



1 + А' 



Д( ? ,А) ' 



откуда 
(32) . 



""?• Д(<р,А) 



Чтобы приготовить все необходимое 
для разложешя элементарныхъ эллип- 
тическихъ функщй въ безконечныя 
произведете и ряды, намъ нужно еще 
одно соотношеше. Пусть р'0=р', 
, тогда если СЬ перпендикулярно къ РО, 

тоОЬ=^(р-р')=ВА со*? > Р—Р'= 
2ВА со*ф , но АО . 0В= ОР . Р'О или 
рр' =В(* + ^ )-В(1-^) = В 8 (1-У ); 
р + р' = у/4Ку С о«'<р, + 4.К 8 (1 - V) 

= 2В у/1-А>^?о = 2КД(? Л) 

йф РТ 
назовемъ черезъ 2ф' уголъ АСР'. Мы вид-Ьли, что тЧ = ^р*) 




РТ 



й<р 



сл-Ьд. -Л =?- Н оВСР'=2ф'-и, следовательно ВАР'=ВГР'=ы; 
Жр р' т 

•) Но при обращенж малаго круга въ точку РТ обращается въОР=р, 
а РТ' въ Р'0 = р'. 

3 



01» 



(о = 9' — о и йо) = Жр', поэтому Ао : <*9 =р' : р, а такъ какъ 

ф = со -(- (р, то йф = Ао + с^9 и ^? : <*? = Р + ?' : Р- П°" 
ставивъ сюда вместо р и р'+Р ихъ величины, имЪемъ 






Д(?,*) 2 А^А)' ,М(9,А) 2 .М(9 А) 

теперь мы могли бы приступить къ разложение элементар- 
ныхъ эллиптическихъ функщй въ безконечныя произведена 
и ряды, но последнее соотношеше даетъ поводъ къ преобра- 
зована интеграловъ перваго вида. 

6. Последнее еоотношеше по означешю Лежандра предста- 

I + ко 
вляется въ вид* Р(9;А) = — ~ — Р(?о>*о)» или 

1 

гд* между амплитудами 9 и ?о существуетъ, по уравнение 
(30), связь вида$ш(29 — 9о) = *о* ! " я ?о> К Р 0М, Ъ того легко об- 
наружить и связь между модулями к и А , въ самомъ д^л*, 
мы видЪли, что 

1 _ А' 1 — Л' 2 к 2 

к л = 



* 0_ 1 + А'~~ (1+А') 2 — (4+*У ' 
съ другой стороны, придавая въ выражеши 

къ обФимъ частямъ по единиц*, получимъ 

2 _ , 2 \Д 

если по этой формул* составимъ рядъ модулей 



1 + *о = 1^7$ > П0ЭТ0М У * =Т+"° 
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то члены к, к й , к ± ... к я этого ряда будуть возрастать, при- 
ближаясь къ единице, соответствующая же шгь функцш н 
амплитуды будутъ связаны уравнешями 

2 

р (*.. ?.) = узг* Щ. *); «К 2 ? — ?.) = *.*«?. 



Следовательно данная функция чрезъ посгБдовательныя пре- 
образования модуля можетъ быть приведена къ виду 

такъ какъ модули к 9 , к, А* 4 , Л 2 , .... А п постепенно приближа- 
ются къ единице, то продолжая преобразование, мы можемъ 
дойти до такого модуля к п , который будетъ разнится отъ еди- 
ницы менее всякой данной величины, и следовательно можемъ 
принять к п =1, тогда 

*(ъ, К) =ттт тт~к • тт*~ н4г, Р(<рл ' 1) * 

но 



•ь 



о 

Следовательно 

3* 
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2 2 2 



п 4- %< ,( 45 » + Ь) 



4+А 4+А Ц-*/- 
или, обращая внимаше на выражешя (33), имЪемъ 

(34) ЩМ = у кк <\- к « 1од 1д («• + |) . 

Означая дополнительные модули, соответствующее ряду 

к ,к,к п •■•• К* ч Р езъ * '»*'**! '»*|'-"'-*п'' составимъ для нихъ 
рядъ выражешй 

члены этого ряда будутъ постепенно приближаться къ нулю. 
Если предположимте что модуль к преобразовывается въ к { 
и амплитуда <р въ <р<, то, какъ мы вид*ли, 

^ Д(о,А) - 1 + к) Д( ?1 Л)' ШИ ] Д( ?| А) - 2 ^ Д(<р,А) ' 
о 

Если въ уравненш 8гп(%у 1 — <р) =*• 5,л ?> выражающеиРь 
связь между амплитудами, положимъ ? 4 =&, то <р=тсипотому 

тс 

,1 *(?,*,) ~ 2 >(<?,*) 



въ рядахъ модулей 

*•> "49 "8 •• • ♦ Л л 
Л ,« 4 ,Л 2 .... Л п 

каждые два последовательные модуля верхняго ряда стоятъ 
въ такомъ прямомъ отношеши между собою, какъ два после- 
довательные модуля нижняго ряда въ обратномъ. Поэтому если 
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на место к поставимъ въ предыдущею выражен!» &,', то на 
место к 1 придется поставить к\ итакъ 



2 


К 


1 <*?! 


_ 1 -Ь л/ г <* ? 



о о 

или К' = (1 + */)К/, где подъ К\ разумеемъ величину пол- 
наго аргумента, соответствующую дополнительному модулю к', 
а подъ К/ такую же величину, соответствующую модулю А/. 
Подобнымъ образомъ составимъ рядъ выражен! й 

К,' = (1 + К) К/ 
К/ = (1 + V) К/ 



К' я _, =(!+*„')*,/• 
Такъ какъ Ит к' == 0, то изъ того что 



х 

о 



сд*дуеть, что 



Кт к 'п = 2 ' 



а такъ какъ 



к' = 4- V) 4 1 V) •••• (* + О к»'. 



ТО 



9К' 

(35). . ./ш(1+А 1 ')(1+*,')-.0+Л„') = — • 

Мы видели, что 1 -|- *== ^ , поэтому выражеше 

I + Л| 
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д^^)-■^~^д(Р) 



о о 

даетъ 

?1 ? 



(1 + * / УаЛ^^)' 



о 

следовательно 

(1+ А,0К, = 2К; (1 +Л,')К 4 ' = 2К 1 ....(1+Й Я ')К П ' = 2 К »-. 
поэтому 

(1 + */) (1 + V) + V) •■■■ О + V) К А =2"К, 
отсюда 



/\ » 



следовательно 

(Ш ИтЪ* — — — 

1 ' 2 Л -/»т (1 + V) (1 + О "..(«+ *п')~2К' ' 

7. Поел* этого мы можемъ приступить къ разложение 
элементарныхъ эллиптическихъ функщй въ безконечныя про- 
изведен]^ и ряды. 

Уравнеше (32) для амплитудъ <р и ср 4 и соответствующихъ 
имъ модулей к и А й будетъ 

при этомъ 

Г38^ Г_^2<— = 1±*Г-^2_ 

1 ; >( ? <а) 2 >(?,&)• 

Пусть 

о 
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если въ выраженш (38) первый интегралъ возмемъ между 
предками и-, то второй должно взять между пределами 

Л ГС 

О и те, ибо при ф й = - ; 9 = гс, сл*д. 

а потому (38) даетъ 

пусть Р(<р,*) = ы; ?(<?,,*,) = и,, тогда 

« 1 =2Ё«, но <р = о*п(«,*); ?1=<и» К»*,) 
иди 



? « = т \Ж и '*Ч ' 



внося это въ (37), получимъ 

«»'» «и» ( ^|«, Л, ) со* ат ( -^ и, А, ) 
«1л в |»(«,А) = (1 + V) 



Лат 



(н-**«) 



Первое изъ уравнешй (12) можетъ быть представлено въ та- 

КОМЪ ВИД* 



со* ат 



Дат 



/к ,\ = "* ат V 2К « + »..*. ) 
= 1т«пГ^(« + 2К)л]> 



поэтому 



(39) мяо»|(и,Л)=(1-{-А 1 ')«ля»»(-^,й, Ьшат 2 „ — ,&, 
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и вообще для какого нибудь увеличенного модуля к п и со- 
отв'Ьтствующаго ему аргумента V им'Ьемъ 

$т ат (г?,А п ) = (1 + А' Л+| ) вт ат ( Л ^ц ' * , * Л+ Л 



згпат 



Г К Я+ , (р + 2К П ) Л 



по этому общему выраженш можно разложить каждаго изъ 
производителей выражешя (39). Именно замЪтимъ, что при 
обращенш модуля к { въ к г> аргументъ и переходитъ въ и { 

т. е. въ ^ . и, и потому для перваго производителя выраже- 

Н1я (39), положивъ въ пред&дущемъ V = -щ- и к п = А | сл'Ьд. 
А п+| = & 2 , находимъ 



5т ат 






или 

$тат \Ш' ' / = 

(40) 

(1 + А 2 )мл «»»( 2% ' V*'" ат 2'К ' * I ' 



также 



нпатп 



(41) 



Ц| (« + Ж), Л,] = (1 + У) зт ат [^ (и + 2К)*,] 



*м ат 



[ 2 т;|ж^ + ^+ 2К Ф *•] 



— и — 

но послЪдшй аргумента есть ничто иное какъ ^п? ( и + 6К); 

такъ какъ вообще, не изменяя синуса амплитуды, можно вы- 
честь аргументъ изъ 2К 2 , то для нашего случая можно 

^цт (и -\- 6К) заменить чрезъ 

2К,-^(« + 6К)=Ь(2К-«0, 
поэтому (41) обращается въ 



апаш 



[§(•+«). ф 



(1 + */) «я <"» [^ («+«). *Л ««« ««« [^ (« — «О. ** ] * 

вставляя это* и (40) въ (39), им-Ьеиъ 

9тат(и,к) = 

[Ь ( 2К - «), А^ «я от [|| (4К + и), А,] 

разлагая зд*сь подоонымъ же образомъ каждаго производи- 
теля на два, найдемъ, что первый производитель разложится 
на два съ аргументами 



зт ат I — 



I К -^ 2 I 

2 3 К* 2К 



&(&+■■) 



второй и третШ производитель разложатся на два съ аргу- 
ментами 

3. ||(2К=ь«), *. ^[^ (»*■) + **.]. 

наконецъ два производителя, соответствующее четвертому, бу 
дутъ им^ть аргументы 
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но второму, четвертому и шестому изъ этихъ аргументовъ 
можно дать видъ 

|| (к + 8К), ^ (40К=ь«); ||(12К + «), 

вычитая два послЪдше аргумента изъ 2К 3 , замЪнимъ ихъ 
чрезъ 

^(бК^и); ||(4К-«) 
сл*д. все предыдущее выражеше обращается въ 



ГК 3 



8т ат 1 2*к ^ 2К + ")' * з ] 51Л ат \гк ( ж— и )» М 



81п ат 



$гпат 



8тат 



|р| (4К + и),А 3 1*тат^(4К-«),А 3 ] 
[Ь (6К+«), А 3 ] ю> от [Ь (6К-«), А,] 

[Ь (8 к+«), Л 3 ] • 

Следовательно вообще 

8тат(и,к) = 

о+*,о(« +*»то + V)*-- а+о*^ «»[|^. *«] 

*,Л ат Пк(2К+«), А п ^ *т ат Г|^(2К-и), А„| 
Г^4К+«), А„1ш» ш»Г^|(4К-и), А„] X 



8т ат 
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*тат 



[^(6К + и), *;] «и от ^6К- И ), *„] 



$1Л от 



хдо (НИ 



*тат 



[^|(2"-2)Е+«(,* я ] 
[||;1(2"-2) К— (,*,,] 
[^(2-К+«),* я ]. 



ПослЪднЙ аргументь можно представить въ вид* Ь т -(-^ , - | 
поэтому 

т. е. 

Г Км 1 е09ат 2*К'М 



У 1— * ш «*^*«»[^. *«] 



но по иЪрЪ прибдижешя я къ безконечности, к п приближается 
къ единиц* и все поехиднее выражеше также приближается 
къ единиц*, 

Такъ какъ всякШ аргументь въ раздоженш *тат(и,к) 
имФетъ множителя -^ и предЪгь этого множителя есть 

— , то все разложение при п=со обращается въ 



— . и — 

/ Тс14 \ 

8тат(и,к)—А'8тат1 — > \ X 

Т. тт* тт 

$гп ат^г,(2К + и) $т от —.(^К + и) «п ат ^>(6К + м) 
*т ат^гг>(2К — и) 8т сап ^г, (4.К— и) шгп ат о1гД6К — и)..., 

ИЛИ 

8тат(и у к) = 
(42) 

•О 

А'япатГ ~?^ Д *тат ^-,(2АК +«) *т вт ^(2АК— м) 

4 

гд* 

А'= В (1+*/)0+^') 1 (*+*',)*....- 

замЪтимъ, что во второй части выражешя (42) элементарным 
Э1липтическ1я берутся при модул* А п — 1. 

Если 

о 

откуда 

• «= т -^, от., «-ргр. " и *- в ?^! 
интеградъ 



О 



X 



/Ас 
1/(1 — аг )(1 — А\г ) 



^(4-^)(1 -*■*■) 
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но при к={ это приводится къ тому интегралу, который мы 

назвали сейчасъ чрезъ и, сл*д. при а?=*ш<р, ц=|— -= ^ 

О 
поэтому у=ат(и 9 1) 9 нох=$ту, следовательно а?=мпаго(н,1), 
или наконецъ 



8тат(и,{)= 



и — и 

е — е 



е -|-е 

такъ какъ въ нашемъ случае, въ уравнеши (42), модуль к п 
%стъ также единица, то применяя последнее выражеше къ на- 
шему случаю, имЪемъ 



пи пи 

9Ш ат [ ^77 1= ; 

ПН 1ГМ 



\?К')~ 



Л*К пи ЛлК __ пи 

*Ж' т к 7 " *ж 

€ — в . в 

$т ат 



[^(2АК ± «)] = в -^ 



|ги ЛтгК - __ пи 

тгК' *К 

Пусть ^=е , у =е л , тогда 

|ги 1ги 

— у .в 



8Ш ат 



[^(2АК=ь«)]=^-^- 



2К' /Л ш ^ 2К' 



9ги ям 



,»-».. » + ,*.,-«' 



|Д, (2АК + и)] «я от |^, (2ЛК-и)1 = 



поэтому 

мл ат 

|ги пи пи пи 

ки пи пи пи 

д >-к е Ж' + д ,н-Ш' д ,-ы-щ1 +д ,н в Ж' 
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7— 2Л 



+ 9 



/ пи яги\ 



л / — 2Л | Л '2Л 1 



(ки тги\ 



обращая показательный функцш въ тригонометричесюя, и зам*- 
тивъ, что 



е — е 



имЪемъ 



=1* = — I *ап^ ж ; е* + в и = 2со* ж, 



тсн ., 1ГЖ 

тат 2Г = ~ 1 ^2К' ; 



(43) «й ат Г^ (2ЛК + «)] «» а« Г^ (2ЛК-и)1 



внося это*въ выражеше (42), им'Ьемъ 

(44).. ^«(М)«-^ П ^Г-^м Г 

по первому изъ уравнешй (12) имФемъ 

сов ат(и) . 
Аат(и) \ ' " 

разлагая *м а1и(и 4- К) по уравнешю (42), находимъ 



со8ат(и,к) _ [ п(и 4 К) "] 

— т Гч = А 81Пат I ^777 — I X 

Аат(и,к) [^ 2К ^ ^ 



-•$*** Ф» 




Д*. ["У^ . ру ] 



— 47 — 4 

Если дадимъ въ первомъ производителе стоящемъ подъ знакомъ 
произведешя величин* А значешя 1, 2, 3, ..., потомъ напишемъ 
въ этомъ производителе 2Л — 1 вместо 2Л + 1 и снова да- 
димъ величине Л значешя 1,2,3..., то во второмъ случае по- 

* 

лучимъ тотъ же рядъ аргументовъ какъ въ первомъ случае, 
только съ прибавкою къ ряду аргументовъ прежде получен- 

тг(|4-4-тс) 
ному аргумента ', ; отсюда заключаемъ, что подстановка 

2А — 1 вместо 2Л + 1 въ первомъ производителе равносильна 
внесешю производителя зтети , 1 подъ знакъ про- 

изведешя. »Итакъ 

со8ат(и) 
Дат(и) 
(45) 

а'ТТ • *[(2Л-1)К + ы] . тс[(2А-1)К-«] 
А Дмлюв-^ 2К ^ ^ ' .ппат-^ ^ *- 

1 

поставив! въ (43) везде вместо 2А величину 2Л — { и следо- 
вательно вместо 4А величину 4А — 2, получимъ 

..-„ _ тг[(2А-4)К + «1 ■ *[(2А-1)К-и] 
$т ат ^Р $т ат-± ^ 

имея это и помня, что 

сов ат(и к) I 



г\ » 



&ат(и,к) Аат(т,к') 
изъ (45) находимъ 

* =А' ТТ • — 

Д<и»(ш,А) XX < ^^пь-^ю* , _,4*-5 






7 



Ч Ч 
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написавъ зд*сь вместо ш, V величины и и А, отъ чего 
К', д' и А' обратятся въ К, д и А, и обративъ при этомъ 
дробь, имЪемъ 

(4.6). . . . Дат(и,.А)= т ТТ • 

1 1—2? со$ — + ? 

Посредствомъ того же выражешя (44) мы можемъ определить 
1дат{и,к). Если поставимъ въ первомъ изъ выражешй (4) ве- 
личину ш вместо и, то оно дастъ 

*т ат(и, к) = — г(д ат (ш , &'), 

вставляя сюда вместо $тат(и,к) его величину изъ (44), на- 
ходимъ 

поставимъ и вместо т, к вместо к', К вм-бсто К', тогда 



(47) <ап# аш(и, А) = А /апу — Д 



ЧГЫтт * К 

2К±1 8Л тем 



Мы видфли, что 8тат(и,к) имЪетъ числителя одинакова™ 
еъ 1апдат(и), а знаменателя одинаковаго съ Лаш(к), за ис- 
ключешемъ постоянныхъ величинъ, сл*д. если назовемъ чрезъ 
В постоянную независящую отъ и, то получимъ 



(48) 8тат(и,к)=Ъ81П (^) Д 

1 ,— 



Оу» 8 *— 1 лл „та . «Л— 3 

2? соз^г+д 



а такъ какъ 8тат(и,к) известно изъ этого ^ыражешя, а 
1апдат(и,к) известно по выражешю (47), то * 
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|Я|Я|.'| 4» 



1аядат{я,к 
(19) 

А 2К 



В ..ту " --» «"С** 



— со* 



Опредклп теперь постоанныа А и В. цл этого, полагая 

2Кх 



В2А.К 1 — В л ^ш 

=— ^-;-7=С | ; -=В | ;х=— г в сЛд. 

^Г А. А *. К. 






плат 



/2Кх Д 2А,К . ту I— ^ ! *го^г-Ь9 а 



,_ л , /2Кж \ уу 1 + 2^0*2x4-?'* 

(50) «^ т ,*]=В,««хП 1 -^^ 



СО 



при х=0 второе и третье изъ уравнений (50) даютъ 

замЪтивъ, что уравнеим (12) при *#=0 даютъ 51>1шп(К)=1; 
Лот (К) = й' и полагая въ первомъ и третьемъ пзъ (50) 



1Г 

а: = 5 , находимъ 



ее со 



\ 1 
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умноживъ второе изъ уравнешй (51) на второе изъ (52), 

ивгЬемъ С й =\/Л'; разд*ливъ же уравнешя (51) одно на дру- 
гое, находимъ 

в,_п ^Нч*- , у_в, 
с, 1Д1+ 9 * й )^у/й'' 

Внося это въ первое изъ уравнешй (51), имЪемъ 

если найдемъ еще соотношеше между А, и В р то опредЪ- 
леше постоянныхъ будетъ окончено. Это соотношеше най- 
дется такимъ образомъ. Пусть е х * = V, поставивъ здЪсь 

. АсК' 
х + -т^- вместо х, найдемъ, что 

9 К — 

но такъ какъ е * Л = ^ 2 > то заключаемъ, что отъ внесенш 

гтгК' — 

гс+1^" величина V обращается въ У.у/дг. Если же въ 

(Шх\ , шК' ж /2&г\ 
вгп ат1 1поставимъ х-г-сйГ на м * ст0 х > т0 ыпату 1 

1- Ж' 1 , но по первому изъ урав- 
нешй (15) имЪемъ 

/2К# Д 1 

4 ' к . отп ат I 1 

а такъ какъ 

5т а; = ^г — ; сов %х = 



21 ' 2 

то 
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1 — д** сок 2ж + 9* Н = * — ?** (V* + V - *) + д<* 

= (1 — д* к V*) (1 — ?** У"*) 

! — Ц гН ~ 1 сов Чх + ? 4 *-*= (1 — у**-' V*) (1 — д %н ~ 1 V - *), 

поэтому первое изъ уравненШ (50) даетъ 

(2Ка; \ 

(54) 

К / V - У-' Ч ^г (1 - у'*У») (1 - у'» у») 
^тг^ » У И(1 — о 5Л -' У»)(4 — о 1 *" 1 У"*) ' 

подставляя сюда ви-бсто х величину х •{- —^ и соображая 

по вышесказанному все то, что должно произойти отъ этого 
внесешя, получимъ 

1 



к 8т сап 



(*?••) 



ею 



А К / УуТ- у-| у Т \ уу (1 — д*»*-* у»)(1 - у**— у-») 
1 « V «' У 11(1 — ?"* V 1 ) (1 — д* к ~* V-*) 



1 

4 



=^(^=Р=- Т ) х 



[(1 - у 3 У) (1 - д'Г) (1 - д'У) (1 - у«Г).. Л 
[(1 - д*У*) (1 - д<Х') (1 — ,"У) (1 _ ?«У 8 )...] Х 

Г(« - ^-*) (4 - ? 3 У-') (1 - у 5 у-'Х1_у'у-*)....] 
К* - У-'Х!— ?^- 8 )(1- 9 «у-')(1_^у-*).... ] -' 

,но такъ какъ 



1 ,_, _1 



У У 2 — у-' у-у 1_ 1 _ у у« 

1 — У-' — у^У - V— ' 
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ТО 

у/1 у-у-' 

поэтому 



^ = А^ К / | \ 



._ . (* - ?У 8 ) (1 -У" 4 ) 

к . 5Ш ат 



л [(1 _^у : ')(1-^У г )...] [(<_ у-^) (1 _^у- 5 )...] 
или • 

4 



А . 8ш ат 



№Л у/^\У-У"7 

[ (1 _ ? *у*) (1 -? 4 У г ) (1 -я°\*)...] Х 

[(1 - ? У- 8 ) (1 - ?'У-») (1 - д*У^)...] 
[(1 _ ,«у-*; (1 - д <\-*) (1 _ 9 6 У- 8 )...] ' 

ИЛИ 

I 

\ 



к . мп ат 



(==•*) 



ео 



А,_К/ | \ 1^ (1 _у«*-' у 2 ) (1 _ /»-' у-') 

^ л \у— у-у П(1— ? 2л у 2 )({ — 9 2Л л^ 1 ) 

1 
обращая внимаше на (54.), отсюда находимъ 
\ А, 2 К 2 1 

откуда а { =-— - ^ сравнивая это съ выражешемъ (53), на- 

ЛТК 
ходимъ 
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*-ф. 



Итакъ 






АТК 
но такъ какъ 

2АД 1 В 

в — _, г _ С1 , А =в ( 

то уравнешя (46), (48) и (49) обращаются въ 

_ ~ 1 + V*" 1 сов ^ + ? <А -' 



Д от (и) = у^' ТГ 






(55) вше»» (и) = —=. вт ш ТТ 

у'й 2К±Х| С.8А-. „_™ , -„«А-. 



1 1 — Ч п ~ 1 «»* X + У ' 



•оо=2^-у? - ^ д 



«А— 1 _ ™ . _<Л— 2 



1 4-2д 2 с<>*^ + 

8. Представимъ наконецъ элементарный эллиптически функ- 
щи въ вид* безконечныхъ рядовъ. Для этого прежде всего 
обратимся къ уравнешямъ 18 и 19 страницы 26, которыя 
представятся теперь въ вид* 

[1 — вт ат (и + я)] [I — вт ат (и — «)] = 
[сов ат (г?) — вт ат (и) Д ат (г?)] 2 

»^ — ■ ■ ■ ■—^^■^ ■ ■■■■ ■■»!! ■■■■■ 

1 — А 2 вт 2 ат (и) вт* ат (г?) 

[I + вт ат (и + г?)] [1 — *т ат (и — г?)] = 

[сов ат (и) + вт ат (г>) Д ат (и)] * 
1 — А 2 *т 2 ат (и) вт* ат (г?) 
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разд*ливъ первое изъ этихъ выражешй на второе, подучишь 

1 — вгп ат (и -}- ь) Г сов агь {ь) — вт ат (и) Д ат (г?)"| 2 
1 -\- вгп ат (и -\- V) \сов ат (и) + вт ат {у) Д ат \и)\ 

полагая м = я, имЪемъ 

1 — вгп ат (2 
1 + вгп ат (2 

или 



и) Гсов ат (и) — 8т ат (и) Д ат (и) 1 * 

и) \_8V8 ат (и) + вт ат (и) Д ат (и)\ 



1 — вгп ат (и) 



\ 2 

005 ат №\ — вгп ат №Л Д ат №Л 1 



1 + «ш ат (м) ) /и\ , . /и\ А /*и\ 

1 1со8ат1-\ + 8тат Г-»Дат(-1 

раздЪливъ числителя и знаменателя второй части на Даш ( ^ 1 
и помня что по первому изъ уравненШ (12) 



и 

со8 ат — 

2 
я= $т ат 

и 

Д ат - 

2 



(;+«). 



находимъ 



- : — - *м ат (| + К ) — вгп ат ^ 

/ 56 ч */ 1 — $т ат (и) _ V / ^ 

' ^ ' 5т ат I - + К. ) + вгп ат - 

по уравнея1ямъ 1 и 2 стр. (25) им*емъ 

. 2 . вт ат (х) сов ат ( у) Д ат (у) 

$тат(х + у)4-$тат(ж — у)=1 — и =1 П — г 1 Г~\ > 

1 ■ *' ' 1 * у 4 — А . вт ат (х) вгп* ат (у) 

', ч . , ч % вт ат (у) сов ат (х) & ат (х) 

вгпат[х4-у) — вгпат(х — у)=т тъ г-й т-т — =-= т-г-, 

1 *' ч • у 1 — & . «ш ат (х) вгп* ат (у) 

откуда 

вт ат (х + у) + 5гл ят (^ — у) * 1Л а т (ж) сов ат (у) Д ат (у) 

#ш ат (# + у) — вт ат (х — у) вгп ат (у) со$ ат (х) Дат (а?) 1 
пусть 
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I 1 

ж=2(« + К); У — 2 К 



тогда 



ппат 



ипат 



К 



ыпат—соват 



(|+ М —«поя» (и) 
(1 "*" К ) + *'* ""* ^ 



(!+!)«»« (1) А-® 



вгпат 



сов ат 



поэтому выражеше (56) вринимаетъ видъ 

К (и , К\ . /и,К\ 

. : — • до ат _ С о5 ат ( - -4- — ) Д ат [ - + -^ 1 

у4 — ипат (и) 2 \2 2/ \2 2/ 

у ^ ^ «лат(- + ~\сов ат I ^ ) А " т I 2 ) 

или обращая внимаше на уравнешя (И), имЪемъ 

,._. , /1 - «ш от (и) \ VI + У А "" (,2 + У 

подобнымъже образомъ изъ уравнетй 22 и 23 стран. 25 
имЪемъ 

1 — сов ат (и^г ь) Гвтат(и) Дат (»)+ втат (г?) Дат(м)1 2 

1 + со* аго (м + *0 I. с ° 5 ат ( и ) + С05 ат (*0 ^ 

полагая м = », находимъ 



Г. 7-Г ** пат ( ЪЕ Д ат \ ъ) 

/ { —со8ат(и) \2у \2/ 

1 4- сов ат (и) /ю\ 



(58) Т , , , , 

1 + сов ат (и) 

1 ч ' сов ат 



а уравнешя 24 и 25 страницы 26 и 27 подобно этому даютъ 
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к$тат ( ■% \ со$ату-^\ 



/кол % / 1— Дая>(ы) _ 

' } у « + *-<•) - . А «, (|) 

изъ уравнешй (55) имЪемъ 

сое ат («*) А ат (к) . , пи . . 

— 1-^ = А со/а т— X 

«ш ат (и) * 2К 

60 (1 + 2?*- 1 со* ^ + 9 й "" 2 ) (* + V* «>« ? + 9 а 

п — , 

I II — Щ соз -гт — |-^ 1 / 1 -— яд сое ^ — \- д 

давая здЪсь величине Л значешя всёхъ цЪлыхъ чиселъ т. е. 
1, 2, 3, 4.., получимъ тотъ же результату, если будемъ да- 
вать к значешя всёхъ цЪлыхъ чиселъ въ выражеши 

~ \ +Ц н со$^ + д* н 



п 



К 



1 1 — 2 ? л со« ^- +?*" 

въ этомъ легко убедиться простыми вставками въ то и дру- 
гое выражеше всёхъ ц'ёлыхъ чиселъ. Впрочемъ такое раз- 
суждеше справедливо только тогда, когда пределы произве- 
дешя того и другаго выражешя по А будутъ 1 и со. 
Итакъ 

00 1 4- 2я л ш — 4- о 2Л 

. 1 ; , . ч } = к' Шд яь II • 

8%п ат (и) * 2К 1Л . _ к ъь 

К 



8т ат (и) * 2К 1± , _ К пи , «а 

у ' 11 — 2д л со*— + д 2А 



1 
Написавъ здЪсь -х (и + К) вместо и и помня, что вообще 



1Ш 
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-к (и + К) /те . теи\ . та 

ео ° 2К = С0 * \2 + Ш) =-* т 2К 



изъ (57) найдемъ 



А 



— 8%п ат (и\ ^ тт аА 

+ млат (и) 4 /. . тем # IX л . тгм 2А 



2К * ' * 2К 



7ГМ 



полагая — = х и взявъ отъ обЪихъ частей, логар'иемъ, на- 
2К 

ходимъ 



( во) «^у^*^^ в *^(1-^^)-5^(1+Л«)+ 

? 1 +вюат и) г <* 



со 



%/°9 



1 — 2/ згпх + о'* 



«А • 



НО 



1 + 2? вша? ■+- ^ 

1 



2 *тж = — » (в**— в"'*) 



поэтому 

, \-Щ к $тх + я %н _. \ Ч- «У * (« *— *"'*) + 9** 

(1+^.*) (4 -,>»«-») 1 + «/ /■ 

= ^ (1 _ ,/ в'-) (1 + ч* е^) - ** Т^Т^Т 5 



+ % 



1 — I?" в 



Д — <а> 



1 + 1? А в"** ' 

такъ какъ вообще 

ТО 



1од 
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1 +ир е ** — 



а Г/ <р — I ? »* в"* + 1 ? '* ,•<- _ * • ^* ,1«- + .. 1 э 



:_Л Л> 



% 



1 — »у" в 



1 + Щ е 



А „— I* 



о; I „Л «— &в _ ^ »А — Их . * Л ?А — «а? * п 1Н „—«ж , 1 



1 — 2у* згпх + у* д 
^1 +2г л *'»ж4- ? 4Л— 



*[}*«»•* — |? ,А «пЗа?+^'**|»5а;— у ? ,А «п7а; + ..Л , 



во 



но помня, что /, * А = 1 и взявъ сумму, имЪемъ 



\ 



со 



2'°^ 



4 



1 — 20**1^ + 9** 
1 + Ц п *тх +д* п ~~ 



— 4 1 .— — . ыпх — - . г—2 — г .«п Згс+ •=■ • г - ^ — ; а*п5х — . . I 
1\ — д 3 1 — ?' '5 \ — ^ ь ^ 



подставляя это въ (60), находимъ 



г »/1 — *«п«п (««) I , ,. • \ I , /, , • \ 
С ° 9 У \ + «шшп(и) = 2 «*(*■—■*)-»** (\ + шх) - 

дифференцируя это по и и помня, что <1х=т^ • *Ц имЪемъ 



^ 
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1 — 8%п ат {и) 

-{- вт ат (и) 



те / 4 . 4а теи 4а 8 „тем . 4д 5 „ теп . 

ЙП5+И Ш яП=? ео$ 2К +Г=^ со ' 5 й— ' ' 

С08 2К 



НО 



й ; . /1 — 5ш ат (и) 1 Л 1од (1 — $т ат (и)) 

Ли у * 1 -}- $т а/п (м) 2 Ли 

1 (Под (I + «л а»? (и)) 1 [сов ат (и) Д ат (и) 

2 Ли 2 [_ 1 — вт ат (и) ' 

сов ат (и) Д а*ю (ю)~| ' со* ат (и) Д ат (к) 

1 + вгп ат (и) ^ со«* ат (и) 

Ут = = : 7^ \= — совесат (К — и) 

соз ат (и) «лат (К — и) ч 7 

поэтому (61) даетъ 

1 



вгп ат (К — и) 

те ( 1 4</ им 4д 3 ,. теп 4д 5 ^ тем . 

написавъ здЪсь К — и вместо и, им^емъ 

1 _ 
вт ат (и) 

те ( I 4а . тем 4а 3 . л тем , 

» — » + г=т 8Ш ж- г=у вт 3 ш + - 

( С08 2К 

поставимъ зд*сь и -|- Ж' на мЪсто и и обращая внимаше на 
первое изъ уравнешй (15), имЪемъ 



— 60 — 
1 



/ ■ ,,тч = * . *м» от (*») = 
«я атп (и + Ж. ) 

(61) 

тс ( 1 , 4у . тс(ц+Ж') V . тсСм+ЛП . 

2К . тс(и+Ж') + Т=^ Ш 2ТГ Г^ 5 *'"' 5 2К + " '' 
Г 2К 

но 

*(ш— К') «г(«и— Кр 

. тс (и + Ж') 1 . Г 2К 2К 1 

вШ — 2К— = -2Ч в "' Г 

ВВОДЯ 

им*емъ 



. тс(н + Ж') 1 . Г « , я « _ (а Л 1 . 1 

Ш 2К -Т [*" ~ ? " ] = 2 < - 



\/?* <аг 



1 _ о: \У* 



. тс(и + Ж') 1 — 

"" 2К 

разлагая последнее по формул* 

г ^— 5 = 2 + 2» + г 5 + 2'+..., 

им*емъ 

__!_==: _ «[^/- + у^"* + */?.- + ...I 
«» 2К 

всё члены ряда (61), за искдючешемъ перваго, идгёютъ видъ 

Ч п „•_,*(* + «') 
г — ^«п« ^ , 

НО 
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яж(|«— К') Я1г(т— КО 

те (и + Л') \ . Г 2К 2К -1 

° тп 2к =-г I е - е \ 

следовательно • 

4о я . ли (и — Ж') 
< 63 ) 1^7"" 2К = 

А Ь-»» § 1-9 яв _Г 

если напишемъ рядъ (62) въ вид* 

1 



«ш — у 



2К 






то члены этого ряда суть вида 

2 '[ 1- ? яв + 1-*"' ] 

и видимъ, что первый чденъ этого выражешя сокращается съ* 
первымъ членомъ выражешя (63), а остальные члены суть 
вида 

разумея зд*сь подъ я нечетныя числа, видимъ, что (61) обра- 
щается въ 

«II ат (и) = 
(64) 

2ЛКЬ-У 2К + 1- 9 ' вш3 2К + Т^Г^ в,я5 2К + -] 
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4 

— 7 ^ ^ со * ^ ~^~ X ?* ХА ~ Х С08 ^ 

гд* X должно давать вс* четвыя значены, начиная отъ Х=2; 
если же сдЪлаемъ X = 2л, то предыдупця суммы по сложеши 
дадутъ 

1 1 

здЪсь II должно давать всЬ цЪлыя значешя. 

Въ послЪднемъ выраженш приходится исполнять собствен- 
но двойное суммоваше одно по п, дрогое по А. Но 

Л=ео 



2У* = гЬ« 



Л=1 



9 



поэтому, выполнивъ въ предыдущемъ выраженш суммоваше 
по Л, имФемъ 

1^&п у 2П 1 — ? 4П ^2л 1+9 

я=4 • я«=1 



Итакъ 



^\/| 



— Д ат (и) 

+ Дат (и) 



1од2\/ Ч + % * ,пж + 4 2^М^ С ° 8 2ПХ 

= /<7 2 \/д + /# ля х + 

* I 7ГТ-7 « со * %Я + Т7— 7 4 со * * ж + Б" 7"7 — в СО* 6# + ... I 

|_21 + д* 1 41+9 6 * + ? .]' 

дифференцируя это и помня, что Лх = ^ с/и 
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находииъ 

^ 1 — Л сап (и) 



Под 



П=СО 



уЛ + Д ат (м) и Г , V «'" . л 1 



п=1 

НО 



Л , 4 /4 — Аат(и) А *т ат (и) со$ ат (и) , ч * 

У" 1 9\ л , л 7—ч= 12 • а м = сад ат (и). 

4и * Т 1+Дот (и) А* «л 8 от (и) учу 



7С1« 

вт к" 



-{- Д ат (и) А 2 мл ат (и) 

Следовательно 

/Я/Л , ч те Г' та* ка* 

(64 ). .. . со*о ат (и) =^ |™<о ^- рр^ 

*0* • а, та* *?' • о та» П 

Г+7 в,п2 к-ТТ7' ,п3 к— ] 

поставивъ зд^сь и + «К' вместо и, положимъ 

те (и + Ж') теи 

2К ~ ** И 2К — * 

тогда,, обращая внимашё на третье изъ ур. (15), имФемъ 



Пае ©О 



— I А ат (и) =^ I Шдх, — 4. ^ Ч + ^ п *™ 2яж й I , 

я=1 
но 

та те*К' теЖ' 

поэтому 

ЯК . 

С1*довате!ьно 



ш2гис к = — 1 »•(«*"'*' — .-"*»•) = -1 ,/ я е 8я <* _ 1. в -«^\ 
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со 

271 



4 



(65) 



СО 



I <ь: V 1 / Я Ш лЫх Я П Г -Шх\ 

1 

но такъ какъ 

. 1 + в ,л » .4 + яе и * 

со(дх, = -г— 7Щ «т^Ш, 

и такъ какъ вообще 

1 



{ _ 2 

г 

то 



= 1 +г + ** + *'+.. .. 



= 2 + а*+2 а + 2 < +..., 



СО 






Следовательно 

со 

Шдх { 

ее 



со 



-'[•+«2? 1 да : --]- 



1 

00 



складывая это съ выражешемъ (65), увидимъ, что члены 
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взаимно уничтожатся и остальное дастъ 



Д от («) = ^ [| + 2 Ет^Т» (<**'*+ ^ 8ЙШ )] 



2К 

(66).... Ддап(и) = 

тс Г. . 4в тем 4в* _те« . 4в* „тгм "I 

«с 

Но такъ какъ — -т^ = Дот(и) и 01и(и) =г |Дяго(и)^н, то 

О 
чрезъ интегрирование предыдущего выражешя имЪемъ 

(67).... ат{и) = 

Наконецъ Д1я раздеженш со*атп(и) въ безконечный рядъ * 
обращаемся къ уравнешю (58) и посредствомъ выражешй (55) 
приводимъ его къ 



х/ 1 — со*атп(и) 

1 + со$ат(и) 



взявъ отъ обФихъ частей логариемы, будемъ ихъ дифференци- 
ровать и замЪтивъ, что 

5* 
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Н » / 1 — со8ат(и) 8тат(и)&ат(и) Аат(и) 



1д\- { 



Ли " 1 + созат(и) 8т г ат(и) $тат(и) 

= к' 

со8ат(К — и) 

поел* постановки К — и вместо и, совершенно подобно пре- 
дыдущему, найдемъ сначала выражеше -т-г, поставивъ 

д ^ г со*ат(и) 

здЪсь и + *К' вместо к, найдемъ сов ат (К — и) и нако- 
нецъ, написавъ снова К — и вместо м, получимъ искомое раз- 
ложеше въ вид* 

(68) со8ат(и) = 

Наконецъ если въ выраженш (64') поставимъ К — «на 
мЪсто и и припомнимъ, что первыя два изъ уравнешй (10) 
даютъ со(дат(К — и) = к'. 1дат(и), то прямо находимъ 

(69).... (апд ат(и) = 

тс Г. то* 4д 2 . гм ■ 4>а* . .теп 4<7 6 . 7ги "1 

9. Приступимъ теперь къ выраженш элементарныхъ эллип- 
тическйхъ функщй чрезъ Якоб1евы. Назовемъ чрезъ Г(и) вы- 
ражеше вида 

Щи) = П( 4 - 2у2Л " 1 ^Т + Ч "~* )' 
Л=1 

Разложимъ это произведенье въ рядъ, для этого положимъ 

Р(и) =А + А й со*цг-{- А 2 со*2^- + А 3 со*3|г- + .., 

чтобы отправдать такое положеше, опредЪлимъ коэффициенты 
А , А 4 , А 2 ... Пусть какъ прежде 
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Ш = х ' к = 2 * ; с< " Г=2 ( < + е 



— 41Л\ 



поэтому 

(70). . . . Р(«) = А, + | А/** + ^ V* + . . . 

"г л |в ' 2 ** т •••» 

п ом нож и въ это на е , находимъ 

(71) _1 в -**р(.) в 

™0 — ИХ &1 А, 2 ,д. Ад /#|> 

9 2? 2? 27 

2? 2? 2? 

Положишь, что огь перемены и на и ■+- 2Ж', величина а; 
переходить въ х { , тогда 

_ »(«+№) _ таК' . _ 2тгК' 

сохраняя для у и д' тЬже значешя какъ прежде, находимъ 

Поэтому носдЪ подстановки и + 2^К' на мЪсто и выражеше 
(70) даетъ 

(72).... Р(ы + 2.К') = А + ^1 е«* + ^ ."* + . . 

I А, 2/ х . А., -4/Л7 . 



2? 2 " ' 2? 

ИмЪя это, замЪтимъ, что 
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поэтому 

(73) Р(«) = [(4- 9 .0 (4-* 3 У*) (1- д \е«*)....] X 

[(1-д.е-**) ({-д'.е-* 4 *) (1_0» в -"*)....] 
а помня, что яря обращенш и въ м+2»'К' величина е 1<а9 обра- 
щается въ ^е*** и е - "* въ -»в — ***, находимъ 

Р(« + НЕТ) = [(1 - д 3 е*' х ) (I — Ч Ч*°) (1 - ? V'*)...] 

X [(1-1 *-'<*) <4_ 9в -*^<1_ ? у-«*)...] , 

Но ■ ч . 

Я Я ' 

поэтому 

(74) Р(« + 2»К')= -- в-* <а, (1 — ?0(1-?** ,< ")(4 — ?У*)... 

X (1 - де~ их ) (1 - у 3 *-"*) (1 - я''""") - 
сравнивая теперь (73) и (74), лмЪемъ 

Р(и 4- 2Ж') = - - е~ их . Р(м). 

Отсюда заключаемъ что (71) и (72) должны быть равны 
между собою, а это требуетъ чтобы 

— |Г = А , откуда А, = - 2?А, 

«ьГ == сГ~ • • • • А* == "г *? А 



2; 2 

А, _А,9* 
29 2 

А, ^А 3? 6 
2? 2 



• • • • А 3 — —— 2<1 Ао 

. . . . А 4 = + 2 ? '«А 
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Следовательно выражеше (70) даетъ 

Г(и) = А ({ — Ц.соз ^ + 2 9 4 со*2 ^ — 2 ? 'со*3 ^ + .... V 

- Если положимъ 

(75) &(и) = 1 — 2дсо* ^ + 2? 4 со*2^ — ... 

то 0(и) будетъ то что называютъ обыкновенно Якобгевой 
функщей, следовательно Р(и)=А о 0(к), если поставимъ сюда 
вместо и величину и + 2|'К', то найденъ 

Р(« + ««')=А § в(|| + *Ю. 
но 

Г(|/ + 2Ж') = — -в ~* Г(и) , 
следовательно 

7Г/и 

- 1<Г Ё" Р(и) = А (-3(« + 2*К'), 
а такъ какъ Р(м) = ^©(м), то 

(76):... — -е Г 0(м) = е(« + 2«'К'). 

ч 

Если поставимъ въ выраженш (75) вместо и величину 
и+2К, то увидимъ, что вторая часть не изменится и най- 
демъ 0(м 4* 2К) = 0(и); след. Якоб1ева функщя периодична, 
но имеетъ только одинъ перюдъ и съ увеличешемъ аргу- 
мента на 2гК' изменяется. 

Если въ выраяенш (75) сделаемъ последовательно и=0, 

и = К и м = г , то найдемъ 

0(0) = 1 — Ц + 2 ? 4 — 2 ? 9 +2 ? <6 — ... 
'(77) Щ) =1+Ц +2? 4 +2? 9 +2у 16 +-- 

0^ =1-2 ? 4 + 2у ,б ~2( ? 36 +2у 64 -... 
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Опред'Ьлимъ теперь величину постоянна™ коэффициента А ; 
такъ какъ онъ во всякомъ случае зависить отъ ц, то поло- 
жимъ А = <р(я), а поэтому 

во 

(78) Д (( - I,*-' сов ^ + ,*-) = <р( ? ). 0(к) 
1 

К 

полагая здФсь сначала и = О, а потомъ и = - , находимъ 



со 



ДО - я* к ~У = ?(?)©(0) 



х 1 

во 

Но изъ выражешЁ (77) видно, что 0(0) переходитъ въ 
если поставимъ д* на мФсто д; поэтому первое изъ 



•©■ 



предыдущихъ даетъ 

со 



ЦО-^-)^?^)®^). 

1 

Сл'Ьд. раздал ивъ второе изъ предыдущихъ на последнее вы- 
ражен! е, имЪемъ 



СО 00 



ф(?) гг *+?**"' ТГ ! 

^) — И (1 — 9 8Л ~ < )* — 11(1 — я*" 4 ) (1 - ? 4 *-*) 

если въ 4А — 2, 8А — 4, 8А будемъ давать величин* Л зна- 
чены 1, 2, 3, 4. . то получимъ рядъ чиселъ: 

4А — 2.... 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38.... 
8А — 4.... 4, 12, 20, 28, 36, .... 

8А . . . . 8, 16, 24, 32, 
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отсюда видимъ, что формы 4Л — 2, 8А — 4, 8Л вс-Ь вместе 
при Л =4, 2, 3, 4... представлять собою всё четныя чи- 
сла. Помножимъ числителя и знаменателя въ последнемъ 
произведенш на 4 — д 9к и получимъ 

1 

» 

Но такъ какъ 1 — д** при Л = 1, 2, 3, 4 дастъ тоже 

самое какъ и знаменатель предыдущего произведена, т. е. 
дастъ произведете разностей единицы и всЪхъ четныхъ чи- 
селъ, то заключаемъ, что 



?(»)_тт*-» а 



о 



Поставивъ здесь ^^ вместо ц, последовательно получимъ 






П 



9(0 — -Ш — *"*' 

1 

величина 9 я с* возрасташемъ я приближается къ нулю, 
след. 1 — у* съ возрасташемъ я приближается къ единиц*, 
такъ какъ кроме того при д = О, 0(и)=1, то изъ выра- 
жешя (78) при д=0 иажодимъ ^(0) = 4, поэтому если пе- 
ремножимъ предыдущЫ равенства одно на другое, то найдемъ 



*» = Пгг 



9 Л ' 
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а поэтому (78) даетъ 



се 



**-* - л . ™ I „<*-Л _ в (.*) 



Д (* - ц*-* С08 ™ + ,«*-) 



1 ч " ' П({— 9 8А ) 

1 



иди 



(79) ©(«) = Д - О" (* " 2?8А_1 С °* Г + 9<Л ~0 ' 
написавъ здесь мт-|-К вместо к, получщмъ 

6(« + К) = Д (I - 9 ' А ) А .+ %* А - со» ^ + 9 < А - 5 ) , 



следовательно 



со 



14-«» 1 *- | л»? + « 4 *- 1 



0(ц + К) _уг ' у К 

4 1 — ?9 сое ^- + д 



@(и) ЛЛ . б)л 2Л- 1 _ л ™ 



<Л— 2 



сравнивая это съ первымъ изъ выражешй (55), имФемъ 

(80) ЛаЦ„) = уПГ Щ^ ■ 

Такъ выражается одна изъ элементарныхъ функщй по Яко- 

б16ВЫМЪ фуНКЦ1ЯМЪ 

При ж =^ 
1 — 2? 2Л — со* 2а: -}- ? 4А ~ 2 = (1 — ч ^~'е их ) (1 — я 1 *- 1 *-"*) 
навдшемъ здесь «-{-*& вместо к и ноложимъ — ^— -^= — ^==л? | , 



тогда 



х к =х + ^=- 5 2| ^1 = 2|я? — тг~; г 2 ** 1 = ? е * ,а? 



2К ' ' К 

и следовательно 

1 _ Ц*ь-*сов 2я й + ? 4А ^* = (1 — я* н * их )(1 — д* н -*е~ их ), 
а потому 



Д(1 -*,"-« ±с, +,"-) = 

г ' («-«'О ()-?'«"-) (1-,'0... п 

Ц*-»-") О-»'.-") (1- г < «-"")(1-» , «-'-)....] 

= « - •-"•) До- *"о с - 1 ,к >-") 

но тать «акт. 

то 

П(1_8^*- , «рАг 1 + 9 4 *-^=21«-'*»№гП(|— 2?**««ЫУ*), 

поэтому яп тражешя (79; сллуегь, что 



раздкшь это вэ выражеюе ^75,, мж%еп 



е < , + д ') _^~^^°'ТТ - 



-V* «. = + ,'• 



«— % й -'».Э!-г^-' 



[ это ео эторшгъ ж»* идджеш! ''ЭЗу, яя1«|г» 



(81) -мЫ«_Д1,К'-25!±51 
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Такимъ образомъ мпат(и) выражается въ мнимой форме 
по Якоб]'евымъ функгцямъ. 

Не трудно найти также для 8гпат(и) и действительную 
форму. Выражеше (75) можно представить въ вид* 



оо 



@(и) = 1+2 2(— 1) V* со82пх, 

4 

поэтому 

0(и + «'К') = 1+2 2(— 1) п д п * со*%пх„ 

1 
НО 

Ъсо&пхь = е Шх * + е-* п(х * = д п е Шх + ^е~ Шх . 
Следовательно 



-»'(«••* + ^«"*) 



+ ••• 



= 1 _ д*е и * + д V* — ?' V*" + .. . 
_ г «*» _|_ ? » е - <<а? — 9 <е- в(х + ... 
умножимъ и разд'Ьлимъ этогь рядъ на е' х , тогда 

0(н + Ж') = •-*" [е** - Ч и ия ° + д'е их — д 1 *е 11 * + ... 

= 2*е""" га? [ягпх — у*. згпЗх + дЛшбд; — д^$гп!х + ...] 
= 2*-** [мкг — у/^вгпЪх + у^гтбж — ^ вгпТх +....] 
уиноживъ и раздЪливъ это на уд, находимъ 



.— 1х 



0(и+Ж') =— ^з- [^.*т# — у / ^ 9 втЗо? + у / 5 г25 *т5# + ....] 



иди 
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(">(м + Ж') = 



Ъе ~2К 



»._ \9 «я ^ — \ 9 «"3 2к + V 9 ««5 ^ — ... I 

отсюда слЪдуетъ, что 

есть действительная величина. Полагая это равнымъ Щи) т. е. 

теш 

(82) .... ^««1!+*),^^ 

ИЛИ 

имеемъ ту функщю Щи), которая также называется Яко- 
бгевою функщею. Изъ выражешя (82') прямо следуетъ, что 
Н(0) = 0; Н( — «) = — Н(и), Н(« + 4К) = Н(«), и потому 
закдючаемъ, что функщя Щи) имеетъ одинъ действительный 
перюдъ и указатель перюдичности есть 4К. По выражешю 

(82) изъ уравнешя (81) прямо находимъ 

(83) ««ат(и) = ^.Щ 

изъ выражешя (80') съ помощш выражешя (82) функщя Н(и) 
прямо представляется въ виде безконечнаго произведена; 
именно 

ее 

(84) Н(и)=2^т^Ц(1- ? « л ) (\-^ н сов^ + д^ 

4 

ноставивъ здесь и + К вместо к, имеемъ 

во 

Н(«+К) = 2 у/яЦЦ-д") со,^ (< + 2?'* со ^ + 9 « л ), 



I 
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разд'Ьливъ это на выражеше (79), имФвмъ. 

0(«) -^ ,ем !|11 7^ 1» , <л _,' 

I 4 — 2у* со* ■=- + Я 

сравнивая это съ третьимъ изъ выражешй (55), имЪемъ 

(85) со* шиО) = V ^ @(ц) . 

Поставивъ въ (82') « + К вместо м, находимъ 

Н(и+К)=2 [у^ <™ ^ + (/? <**зЦ + .у^со.5 1|+...1 , 

ТС! 

2 

11о такъ какъ е =г, то изъ выражешя (82) сл*дуетъ, что 



теш 



Щ« + К) = у? е 2К 0(и + К 4 Ж') 

Йтакъ зайлючаемъ, что элементарный эллиптическш функ- 
Ц1й, выражаясь по Якоб1евымъ, могутъ быть представленны 
въ видахъ 

- «<") - Щ е —Щи) уТОД 

(86) 

Яш 



со* ат 



(.«; — у л у? • 0( М ) у к • ( и ) 



10. Итакъ элементарный эллиптическая функцш зависять 
отъ четырехъ функщй: 0(и), Щи), ®(и + К), Щи + К), 
которыя, какъ легко видЪть, заключаются въ формЪ 

у^ ат 1 -\-Ьт-\-е 
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идв, что все равно, п форм* 

га* а, о, г суть шжш постоянны* величины ив величины за- 
висания отъ аргумента и, а знап суммы распространяется 
ва вс* цЪпл положительныя ■ отрицэт*\лныя значешд м, не 
исключая в нуля. 
Въ самомъ хт,л*, поюживт. 

-К' . 

4 = » + ?, 
найдем», что предыдущая; форма обращается въ 

(87) е е Е 9 -**""" + Р-, 

сдЫавъ зд*сь 



1ИДИШ., что 


форма (87) обращается въ 






ии въ 




т= — ее 






— К" * ~ 2- к 





= ( - 2? «чм^ + 2«* ео«2^ — ... = в(«). 

Тажнмъ образом* вэъ формы (87) получаемъ общаго зна- 
менателя фунжщй ипат(и), ео$ ат(и), Ааш(м). 
Далве, полагая 
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изъ формы (87), находимъ 

итм «да 9 пси ггсм 

+ ?* К + ?'в К +?*в К +.... 

= 1 + Ц со» ^ + 2?* со«2 ? + V со«3 ^ + .. . = 0(«+К) 

ЛИЛ 

а это есть числитель функцш --= Аат(и). 

ДФлая 

. */ , пси иг йг I , . 

имЪемъ 

е с = — 1 ^ е Ш , е т р = (- 4) V*" 1 
и форма (87) обращается въ 

.ли .пи 



-г\/яе 2К 2(— \) т Я т * е К . ? ' 



ИЛИ въ 



1 2т -*- 1 «ад* 



т 8 -4- т -4- у — ^ — . -«- 
- Д(- 4) т ? 4 в 2 К 

(2т -*-!)* 2т -ь 1 гки 

.•(/> 4 Л 2К л 4 2 К . л 4,2 К 

* \? е — " Я е ~л~ Я е — •... 

1 —*— 2 _ 1 151 \ 

_,*, 2К _ ? * в 2 К + ; 

1 2. 

4 . 1га ,* . 3 та* 



= 2? «т-^ — 2? *»|1 + - в: Н(«) 
это есть числитель функцш у' А. «л ат (и). 
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Наконецъ, полагая 

. ♦,- . ИГ* Ас . 

нзъ формы (87) находимъ 

(2т-+-1)' 2ж-М «*« 1 9 

4 2 " К 4 тс* 4 37Г« 

2? . е =2? со*^ + 2у со*^-+..=Н(«+К) 

т. е. числителя функцш ут7 со*о1л(и). 

1 1 . По выражешю (79) легко определить 0(0) и 0(К) въ 
конечном* видф. Въ самомъ деле, полагая въ немъ м = 0, 
находимъ 

0(0) = П(1 — ч * к ~У (1 — д*) 

во легко видеть, что если въ этомъ выраженш и въ про- 
изведеши 

П(1 _ ,**-) (1 _ /) 

будемъ давать А значешя всехъ целыхъ чиселъ отъ 1 до сю, 
то получимъ одинаков результаты» поэтому 

0(0) = П(1 — д' к -<) (1 - д к ), 
1 

а такъ кагь 

1 — а * — * 



то 



ЗГ> 



*А— *\/1 ~*Ьу 



~ТТ (< ~ *"" 

1 



^)=П 5 ^ТТ?5 



что тождественно съ 



•«-пКтЙ- 



в 
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Полагая въ выраженш (49) и = находимъ 

Полагая въ томъ же выраженш (49) м = К, нахолимъ 



сод от (к) ) Бут (1 — д* к ) г 



П 



5Д— 1\8 » 



тг« А 1-1.(1 +9 ,А_1 У 

такъ какъ первая часть обращается въ ^ при и = К, та 

чтобы определить ея значеше, возьмемъ производныя числи- 
теля и знаменателя по и, тогда иьгЁемъ 

сов ат(и) ) ( — згп ат(и) &ат(и) ) 2А'К 

1Ш | | 1Г . ТГ1* | К 

и = К и = К 

следовательно 



2&'К_Вту (1— у 2 *) 2 
и — аИ(14-у 2Л - 1 ) 2 ' 



Разделивъ это на выражеше (а), имеемъ 
*™ -ТТ ( 1 ~ *'* V М-д*"-у -ту Л -/у 

отсюда заключаемъ, что 



©(О) = V'— . 

тс 
При и = К" выражеше (79) даетъ 

•в(К) = П(1+ 9 2Л ~7 0-Л 
но такъ какъ 

ТО 



I | Л 2Л~1 _ * — Я 
{ "т9 — 3 ^К=1 
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в(к) = Д 



- ттР -/*"')(< +?'*-') (1 — д' к ) 



('-9**-') 



НО 



П« -н д )= П^=Д ( ,_,. ^1 , ;.>-, г Д 7 з 



1 



,*л — « 



следовательно 



П< 1 - «"-') - Пгт? 

а написавъ зд*сь д* вместо у, им*емъ 
поэтому 

«(*>=П({4Я(^)* 

При и -= К выражеше (48) даетъ 



(6).... 



тоже выражеше при к = даетъ 

*та!ю(||) ) 



,М 2К 



-»п(,эд. 



« = 



но первая часть при и = обращается въ ^ , определяя ее, 
имеемъ 



О 
О 



8ш ат(и) 
. то* 



« = о 



со*дуя(ц) Аауя(ц) 
Ж "* 2К 



2К 



т. 



« = 



следовательно 



2К 

7С 



*Л \ 2 



= в п(гЭД 



в* 



— и — 

раздЪливъ это на выражение (6), находимъ 

те — 11 (1 — д**-у (1 + д 2А ) 2 ' 
отсюда закдючаемъ, что 

©(К) = у/— . 

4 ' те < 



П. 

12. Выразивъ по Якоб1евымъ функщямъ элементарныя 
эллиптическ1я, представимъ ими же функцш втораго и третья- 
го вида. Эллиптически интегралъ втораго вида есть 

( й<р у/*~ А 2 1*т 2 <р иди I АуЛу, 

но по означенно Якоби 

<р =ат(м); 4у = &ат\и)Ащ I Дф.й© = I \*ат(и).<1и 

а этотъ посл^дшй интегралъ Якоби означаетъ чрезъ Е(и), такъ 
что 

I Д 2 ат(м).^ц = 1(1 — А 2 *ж 2 ат(ге))Л« =Е(и). 

Функщя Щи) определится, если будемъ зцать выражеше 

тем 
81п*ат(и). Полагая ■^•^о?, выражение (64) дадимъ видъ 

1-2. И 

2Ж . / ч Ц 2 8гпх . 4.</2$тЗж « Ц 2 **пЪх 

5Ш ат (и) = —г ь —г — « — — з 1 — [-•••• 

те чу 1 — г 1 — ^ 1 — у* 

возведя это выражеше въ квадратъ, получимъ во второй части 
сумму членовъ вида 

4 6у 1 вт(рх) 81п(тх) 
(1 -?")(*- О 
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гд* р ш ж суть всевозможные нечетный цЫын в положнтель- 
выв числа. Известно, что 

ЪЫрх) т(шиг) = с*г(« — р)х — ом(в| + 
поэтому 



I I . жт от ш) = * — . . ^ 

гд* знажъ сунны распространяется на ве& нечетныв поло- 
жительны я зяачешя вир от* I до со. Для вс*хъ значен; н 
т равных* значетвмъ р величина ж — р = 0, слЪд. въ этой 
сумм* есть цЪлый рялгь членовъ, незавиевщихъ огъ х\ назо- 
вежь этогь рядъ соответствующе » = р чрезъ А; такъ кап 
т ш р суть нечетныв числа, то разность ж — р будетъ пред- 
ставить собою всЕ четны* числа по-гоилтельвыя н отрпцэ- 
тельныя съ нулежь включительно, но члены соответствумищв 
всёмъ нулвжь или всЪжъ равныжъ значетвмъ р и а мы на- 
звали уже чрезъ А, следовательно вь остальной сумм* подъ 
т — р должно разуметь вс* четный числа положительным м 
отрицательный, исключав нули, и потому пусть ж — р==ь2* 
гд* я ммеетъ значешя вс*хъ полоааггельныхъ чнеелъ, нсклю- 
чав нули, а тагь какъ ео$ 2л = ео*(— 2л), то въ остальной 
сумм* каждый членъ съ множителемъ ж — р будетъ входить 
два раза. — Наконецъ въ остальной сумм* будуть содер- 
жаться 'члены съ множятелемъ ео${т + р)я, где и§ + Р пред- 
ставляетъ собою вс* четныв числа, исключав нуля. Следова- 
тельно предыдущее выражеше состонтъ нзъ трехъ частей м 
можетъ быть представлено въ вид* 

( — — ) $тат(и) = А + / *6В т со$ 2/иг — > &С ж со* 2ях 

или ВЪ ВИДЕ 

( ^- ) . *тат(и) = А + > А ж о>*2лх, 
гд* А. = 16В_ — 8С. н следовательно 
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лм-р 

= 1* (\ —Я т )(1—Я р ) ' ° РИ т ~~ Р = °' ИЛИ ° РИ т — р; 

2 

В " = 2(1- Г) (<-/) ' ПРИ т -Р = 2 « 

^Е н-ЛО-Л ' при " + р = 2я ' 

поэтому 

л у 8 ? п , _\1 д п+р 

и (1 — о* ' ~~ •" О — ч р ) (* — я' п+р ) 

Ся== 2у(1-^)(1— 9 2Я ^) 

гд* для А принимаемъ т = р = п. Коэффициенты В п и С я 
можно представить еще въ вид* 

р у «* Л ? р я м+р \ 

* — ^Л — ?'* V* — « р 1 - ? 1И+Р У 
г _? 9* / ^ ,' 9 %п ~ р , Л 

Следовательно 

в = _3 Г 9 I у I * ^ 



у »П-1 ^ у «П-Ц д *п+г 



1 _ ? *»+«"~1 _ ? *»+» 



™ *"" • • ■ • I 



отсюда видно, что всё члены, начиная съ того, въ которомъ 
^ входитъ съ показателемъ 2п + 1 , сократятся и В п приве- 
дется къ конечному выражешю вида 
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В ~-^-( Ч 4- «" 4- I м - 1 \ 

что касается до С л , то оно представляется въ вид* 
С - 9 п IV Я , Г" , Л 

+ (|^ + 1^+ 4 )+--»+(1^+Г?г,+0] 

первые два члена каждой малой скобки во всей строке по- 
вторяются по два раза (только въ обратномъ порядке), и при 
томъ всЬхъ членовъ я поэтому 

или 

С -ЛИ-л. 2 *" ( 1 +^1+ ? <П ~ < Л 

Поэтому, уиноживъ В п на 16, а С п на 8 и вычтя второе 
произведете изъ перваго, находимъ 

а _*!чГ_ 

Следовательно 

во 

(86') (—У- *т г ат(и) = А — 8^ ^т» со$(2пх), 

1 

ИЛИ 

пп*ат(и) = 
/и VI. Г ? та. V 2™, Ц 3 3«, "I) 

ч 

откуда 

л=1 
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помножая это на Ли и интегрируя, находииъ 

«.т,к.)-[|-(4)*а]-+й2: 1 4— т : 

Если положимъ здЪсь и = К, то подучимъ выражеше той 
функцш Е(К), которая называется полнымъ интеграломъ вто- 
раго вида и означается чрезъ Е. Поэтому 

(88) Е = [.-(Д)'а]к. 

Подставляя вместо А его величину, имЪемъ выражеше 

которое можетъ служить для вычислешя Е по д и К, 

Если Е известно, то имъ можно заменить А въ выражении 
(87). Въ самомъ д*л* (88) даетъ 

поэтому (87) обращается въ 

Перюдическую часть этого выражешя Якоби разсматриваетъ 
какъ» особую трансцендентную функцию и означаетъ ее чрезъ 
Ъ(и), т. е. полагаетъ 

1 

и тогда 
(90) Е(и) = | и + 2(м). 

Изъ (89) агЬдуетъ, что 
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(90') 2(0)=0; 2(К)=0; 2(« + 2К)=г(«); 2(— «)=— 2(«). 

4 3. Обратимся теперь къ интеграламъ третьего вида н при- 
ведет ихъ въ зависимость отъ Якобхевыгь функщй. 

Эллиптически интеградъ третьяго вида можетъ быть пре- 
образовать по аргументу и слЪдующимъ обрвзомъ. Мы «А- 
емъ тождественно • 

1 л . «п*9 

1 -}- л лп 1 ^ * + п «л 1 ? ' 

поэтому 

За нормальную форму интеграювъ третьяго вида прини- 
мается та, въ которой я есть правильная отрицательная дробь 
меньшая А\ Поэтому Якоби полагаете 

л = — к* . зт*ат(а); 

поогё этого, принимая какъ всегда Р(<р) = и, обращаемъ 
предыдущее выражеше въ 

Якоби полагаете 

/<Ш Ск*.*т ат(а)со$ ат(а)Ьат(а)8т* ат(и) . с(м 

(У1) . . ^ 1_А'.,т»ат(а)51л 1 агл(1«) ЦМ ' 

тогда 

«> «*•> = • + й й^ -(-•»)• 

Выражение 

П(«,а) - «Е(а) = ^ ^ ^ >- Ни. На 

очевидно тождественно; но 



„, ч , {V» *9П*ат(а)$т*ат 

1 у ^ 1 — к . $*л\ш(а)$н 
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ЛЩи,а) к*.81Юип(а)со8 ат (а) йкат(а)8т*ат(и) 
Ли 1 — к % $гп г ат(а)*гп*ат(и) 

Л*Щи,а) к?8т*ат(и) 

Ли . Ла — 1 — к*81п*ат(а)8т*ат(и) 

[со8*ат(а)&*ат4п) — $т*ат(а)Д *ат(а) — к*8т*ат(а)со8*ат(а)] 

, 2к А 81П*ат(и)81П*ат(а)со8*ат(а)&*агп(а) 
[1 — к* зт* ат(а)8т* ат(и)] * 

далее 

<Шй = Е (а) и «1=^4), 

. й 2 П(м,а) Л*(иЕ(а)) 
внося найденныя выраженш и — — -г- въ предыду- 

щее тождественное выражеше, получимъ 

П(р.а) — иЕ(а) =* 

Г Сь 2 ат (а) А г ат (и) -+- Дг*«ш г ат(а) с о* 2 ат(а) *гп г ат[и) со**ат(и) д 

^^ [1 — Ъ г *гп г ат(а)*\п 2 ат(и)) 

такъ какъ вторая часть этого выражешя совершенно симме- 
трична относительно величинъ и и а, то въ ней безъ изкё- 
нешя величины, можемъ поставить а на место и и на обо- 
ротъ, а если такъ, то и первая часть должна иметь тоже 
свойство, т. е. не должна изменяться отъ перемены и на а, 
т. е. должно быть 

(93) Щи,а) — иЕ(а) = Ща,и) — аЕ(и), 
• откуда 

(94) П(и,а) = Ща,и) + «Е(а) — аЕ(и) 

это выражеше даетъ возможность интегралъ третьяго вида 
привести въ зависимость отъ другаго интеграла также треть- 
яго вщда, въ которомъ аргументъ первоначальнаго служить 
параметромъ преобразованному и параметръ начальнаго — ар- 
гументомъ преобразованному. 

Н. Мы видели, что 



«95* 






**~л ши х «л 



отта 

Г^1 •. Г 



ДА* 

т яш с <п* вт « Л*с7п & «ж дай « гг* пш г Лап г 



во с^гдщаж дшжше а т:>шшшд : I 1 гл- ^г. шалили» 



:9э . : — 






* — с — кл~ ДМ * — г 



Ч" . 1В?Т 



— \ * 



\* *?_ 






гаде 



V * 



—• -ЧщМа> г 



^ ?4С иг: *— -г 

^-2?"* "г 



с\ 



ж А ( ^т= \ —\-т-\ - * — ^п* = „ 



поэтоят 



интегрируж это, югьежгь 
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такъ какъ изъ выражешя (95) видно, что при м — О, 

<1Щи,а) 

— ± — ^ = 0, то взявъ предыдущШ интеградъ между преде- 
лами и и 0, имЪемъ 

, 2т: у1 д п . «что 

+ г и т=? п $гп ~к 

интегрируя это снова между пределами Они, имЪемъ 

(96) 

VI а я Г птг(и — а) П1г(и4-а)~| 

1<т^Ы сов к — С09 —к— ]' 

ИДИ 

п(«, «) = ^ «2, гг^^т _2 1 ч1=п вш ^" вт пг' 

обращая внимаше на (89), имЪемъ отсюда 

П(и,а) = «2(а)-22 - ^ Г ^г ) *т Х «»- т . 
Но 



Я 



8 



I 

уд — 2^т со* пх = — со* ла; + - — со* п# Ч- 1 — со$ пх + .... 
п(1—д 1п ) п 1 п ' п х 

Если означимъ чрезъ X положительное, ц'Ьлое, нечетное чи- 
сло, то общи членъ этого ряда представится въ вид* 

У - . С08 ПХ, 

НО 



л —п\х 
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шпх — ^(е п( * + е~ п< *), 
следовательно 

полагая д х е <х = г, знаемъ, что вообще 
а потому 

=-4^К1-? Х ^)(1-9^- йе )]=-4^[1- 9 Че <а '+ в - <а! )+? ,Х ]. 

* 

или наконецъ 

*-<в п Ал | 

} - — сое л# = — тг /о# (1 — 2^ созх -+- у 1 *). 



Если дадимъ здЪсь величине X значешя всЪхъ нечетныхъ, 

положительныхъ чиселъ, то получимъ 

$ 



Ъп(К-г^ С0$ПХ 



1 1 

= — % 1о 9 (* — 2 ? С08Х + У*) — 2 1о 9 С *~~ 2? 8 «ма?+?') — ,.-. 

Итакъ 

П= о» Л=оо 

я=1 Л=1 



Л= 



се 



=— |^П (4 ~ 2 ^ А "'^х + 9 <А ~ 8 ) 



Л=1 
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. ъ(и — а) к(и-\-а) 

давая здесь величин* х значешя „ — -, потомъ — -, 

изъ выражешя (96) имЪемъ 

- 1 -2^0*^=^ + ?<*-' 



П («,<*) = «2 (в) + ^1 99 Д 



К 



а отсюда, обращая внимаше на выражеше (79), имЪемъ 

(98) ПКа)=«. 2 (а)+1%|^. 

Такъ выражается функщя, отъ которой зависитъ эллиптиче- 
ски интегралъ третьяго вида, по Якобгевымъ функщямъ. 

Теперь уже очень легко выразить по Якоб1евымъ функщямъ 
эллиптически интегралъ втораго вида. Для этого полагая въ 

выражения (97) ^ 7 = т тг > даемъ ему видъ 

но принимая во внимаше выражеше (79), находимъ отсюда 

Я=©о 

2 И ^Г) ш п ж = 1од п (4 - ?,Л) - 1од 0(м) 

я=4 

дифференцируя это по м, имЪемъ 

8171 П 



2и VI (р пи йи 

п=1 



сравнивая это съ выражешемъ (89), видимъ, что 

4® (и) 

, с 

Ч и )= ~Щл> или 1 2 ( м ) • Ли =1о 9 °( м ) 
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взявъ этогь ивтегралъ между пределами и и, находимъ 

о 



или 

о 



Съ(и) . Ли. 



(99) ©(«) = 0(0) . е 

(1&(и) 0'(к) 

Если означимъ — ^ чрезъ 0'(и)* то 2(м) = ^ ; ; ипо- 

Ли г ч ' ч (м) 

этому выражеше (90) приводится къ 

(100) ВД в К'« + вУ 

такъ выражается эллиптически интегралъ втораго вида по 
Якоб1евымъ функц!ямъ. 

15. Выражение (95) ведетъ къ двумъ замЪчательнымъ тео- 
ремамъ, который съ пользою могутъ служить въ преобразо- 
вали эллиптическихъ интеграловъ третьяго вида. Выражешю 
(95), помня что вообще к*$т г ат(%) = 4 — Д*ат(г), можно 
дать видъ 

(Ю1) ^И=4 [А'«(« - «) - *"«■<• + «М 
интегрируя это между пределами и к, получимъ 

и и 



ЛП(и,а) 



= ^ I Д*ап»(и — а)Ли — - I к*ат(и + а)Ли, 



Ли 

б 



но помня, что вообще 

Ь*ат{ъ)Лъ = Ъ(г) и Е(— *) = — Е(я), 

О 
имЪемъ 






-ч- 



и 

I Д*ат(и — а)Ли = Е (и — а) + Е(а); 



О 



I Д*ат(|е 



+ а) А* = Е(и + а)— Е (а), 



а потому выражеше (101) даетъ 

<5^)=Е(«) + |е(«-«)-|е(, + ,) 
а такъ какъ по выражение (90) 

Е(а) = |а + 2(а); Е(« — а) = |(и - а) + 2(«- а); 

Е(« + о) = | (« + а) + 2(« + а), 
то 

принимая во внимаше (91), отсюда прямо находимъ 

к*8тат(а)со8 ат(а)кат{а)$т*ат(и) 
1 — А*«т*а1и(а) зт*ат(и) 



2(а) + |2(|| — а)— 12(«» + а) 

переменяя здФсь а на и и помня, что 2( — и) = — 2(м), на- 
ходимъ 

А 2 . *гп ат(и) со$ ат(и) кат (и) 8гп*ат(а) 
1 — к*81п*ат{а) *Ы*ат(и) 

г(«)-1г(«-а)-12(« + в) 

складывая эти выражешя, получимъ 
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ЪЫ Н-2.а) — ЪкШ 4- «) =Л". яланц*; «ока», а) Ч 



Гя» шм г! сол* а» (а) ЛшЫ 1 ) -р- ял они / сч>* ат(м) Л<ти' и 1 



Обращав внимаше на первое изъ урааввнш у*-**» отсюда 



2(») -+- 2(а) — 2(» т«) = 

к^зж тл [и) ял ат^а) ^1Ш(к|а) 
неренгБнивъ зд&сь а в — а, ндг&енъ 

2Г») — 2 (а) — Ж(«— а) = 
— кгт от (*) яюм(а)м1«|^ — а) , 
стенда по вьршташж гагЁеяъ 

2(а>+1 !(■-«) -^(ш + •)— , 

- Ьг*т <■»(*) «я ат(а) [*жат(ш + а) + $т от (* — а)] 

кш, обращая шпаше на первое из> ура*ненш (25), шг1« 
отсюда 

2(а)4-12(ш — •)— |2(ш4 •>— 
**«*•*«(«) «я» «я (а) е<* а»(а) Ааш(а) 



4 — * 2 *т*«ж(«) *м*а»(а) 

умяожш гь это на 4а, вошеп интеграл *ъ предЫахъ Она 
н попа, что но ураннешшгь (2) 

со* от (а) \ат(а)Ла = Л.$т о»(а) > 
■ажодшгь 

а а а 

^2(а)А, + 1 (ъ(и — о) <*> - Ццш + «)<*<• = 

о 

(103) 

— » 1°9 [' — к**т*ат(и) $1Л*ат(а)) . 

2 
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Мы видЪли, что вообще 

$Ци)<1и = 1дв(ч) 

написавъ здЪсь последовательно вместо и величины а, 
и 4- а и принимая за переменное а, подучимъ 

|2(а)йа = 1од в(а); — [2(и — а)Аа = 1д&(и — а); 

|2 (и + а)йа = 1дв(и + а) 

взявъ эти интегралы между пределами и а получимъ 



о 



®(г* -|» а) 



о* 7 



вставляя это въ (103), подучимъ 



, Г0(а)1 1 [~ ® (« — «Л 1 , Г е ( ц + <0 1 
— о '°^ I* — '*• 8т*ат(и) $т*ат(а)] 



ИЛИ 



е(ц + а)0( Ц -а) _ [ «(«) 8(0)1 ' 
^ и ; \—к\ $т*ат(ч) *т*ат(а)~1 0(0) ] ' 

это одна изъ тЬхъ формулъ, который мы имфемъ въ виду. 
Мы знаемъ, что 

Ь*ат(га) — Д 2 ат(м) = 1 — к*ёт*ат(га) — 1 + к*. *т*ат(и) 

= к*.$гя*ат(и) — Л 2 . 8гп г ат(га) 

но применяя сюда седьмое изъ уравнешй стр. 25, имЪемъ 

А*ат(га) — Д*ат(и) = 

Л 2 [1 — к*$т*ат(а%) $т*ат(и)] $т ат (и + ом) «л от (и — «и); 

выражеше (83) даетъ 
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. , , • л 1 Н(« + «О 
1««т(« + в1)=^= 0(м + аО . 

1 Н(« — <и) 
«и» ат (м — да) =— =тт? 1л » 

следовательно 

Д'ат(в|) — Д*<шг(и) = 

1п #« • * / л • « г м Н(ц + дрН(м — Ю) 

отсюда по выражешю (104) имЪемъ 

(105) Д^(а») - Д'ат(и) = е>) е а («) ' 

Съ другой стороны выражешя 

$гп ат(и)= .- ^ ; Д ат(м) = у/\ — А*«п*ат(и) 

у А0(и) 

даюгь 



I / » (и) (<и) 

отсюда 

л. /л а« ^ ь Н' И &\и) - Н* (и) О 8 (т) 

сравнеше этого съ выражешемъ (105) даетъ 

(106) Е\аг) 0'(и) — Н^и) 2 (си>=0 1 (О) Н(м + <«) Щи — т), 

выражешя (105) и (106) представляютъ вторую изъ тЬхъте- 
оремъ, о которыхъ мы упоминали. 

16. Выражеше (102) представляетъ собою теорему сложе- 
Н1Я для функций втораго вида. Посредствомъ же выражешя 
(404) можно получить теорему сложешя аргументовъ и па- 
раметровъ въ функщяхъ третьяго вида. 

Для этого прежде всего замЪтимъ, что по уравнение (98) 
им'Ьемъ 

V 
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П (и,а) = иЪ (а) + I 1од ^" ~ а) ч , 

Щт,а) = »2 (а) -4- 1 1од ® ^ ~ °? , 

вычитая последнее изъ суммы двухъ первыхъ, имЪемъ 

П(и,в) + П(»,а) — Щи + ».в) = 



(107) 



1 &(и — а) 0(» — а) 0(и + ю + а) 

6) " 



2 * 0(* + а) (ь + о) 0(и + V — а) 

вторая часть этого уравненш можетъ быть преобразована 
посредствомъ уравнешя (104). Написавъ это последнее въ вид* 

Шх)вЩ '_ 0(ж + у)0(а: — у) 

[ 0(0) ] — 1 — к* 8т* ат (х) $т г ат (у) ' 



положимъ 



^ . « + *> 

*) # + У = и — а, откуда а? = — х а=х { 

к — в 



2) а? + у = и + а, откуда а? = — д [- а = ж 2 

и — V 
ж — у = г>4-<1 у =— 2 — =У1 

V я? + у = « + в — а, откуда ж = — ^ — =х г 



х— у = а 



и + V 



*) # + У = и + + а, откуда я; = ^-^ + 0=^, 
* — у = а у = — 1_ = ж , 
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тогда предыдущее уравнеше обратится последовательно въ 
тамя 

0(« — а) 0(« — а) = 

[ 0(У 0(о) (а ° ] ' 1 * " Л ™* ■" (у>) ***' ат ( *< )]> 

©(* + а) 0(» -|- о) = 
0(м + » — а) 0(а) = 

р^оГ^Г [1 - ** *' ат ( *> } вА|,вт <*•»» 

0(« + » + а)0(а) = 

раздЪливъ произведете перваго и четвертаго на произведем 
деше втораго и третьяго йзъ этихъ уравнешй, получимъ 

0(ц — а) @(у — а) 0(ы + с + о) 
0(« + а) 0(е + а) 0(а + ю — а) ~~ 

(108) 

[1 — к*вт*ат(у { ) 8%п % от{х^\ [1 — к*8Ш*ат(х $ )8т 2 ат(х. 2 )] 

[1 — к* $т* ат(у А ).$т*ат(х 2 )] [I — к*фп*ат(х 9 )8т*ат(х % )] 

уравнеше 7 стр. 25 имФетъ видъ 

, , ч . / ч *1П 2 от (х) — 5ш ? ат (у) 

8т ат (х 4- у) вт ат (х — у) = -: г« — ^ — тт — - * ; ч , 

4 ^ *' ч уу \ — к\ 8\п 2 ат {х) . 8т*ат(у). ' 

полагая здЪсь последовательно 

1) х + у = и, откуда х=—± — = х 3 

и — V 
х—у = ь у=_^_= У1 
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- Л ч и 4-ю 

2) а; + у = * + г> — а, откуда х = — г — =а; 1 

и + © 
ж — у = а у = -^ а = х А 

получимъ 

, ч . , ч 8%п г ат (х.) — «л 1 ат (у,) 

4 ' ч ' 1 — Л 2 $т ат (а? 3 ) $гпг ат (у й ) 

# ч . , , ч «л* ат (х.) — «л* ат (х.) 

пп ат (а) $гп ат (и + V — а) = 1 ,« Л — 7 — ч . . , — г 

' ч ' ' 1 — А* «л* ат (# 3 ) *т 2 ат (а? 4 ) 

помножимъ эти уравнетя каждое на А 2 , умножимъ загЬмъ 
одно на другое и, вычтя наконецъ каждую часть подученнаго 
уравнешя изъ единицы, найдемъ выражеше, вторая часть ко- 
тораго по раскрыли* скобокъ приводится сначала къ 

1 + А* *|'я 4 ат (х 3 ) $т* ат(у^ 8%п г ат^х^ — 
— А 2 »т* ат (# 3 ) — А 2 . 8гп*ат (у 1 ) 8т* ат (а? й ), 

а потомъ къ 

[1 — А 2 *т 4 ат(# 3 )] [1 — к*8гп*ат(у { )8т*ат(х 1 )], 

поэтому результатъ этихъ преобразован^ представляется въ 

ВИД* 

1 — А 2 8%п* ат (х 3 ) 8гп* ат (у й ) 
4 — А 2 8%п к ат (д? 3 ) 

[1 — А 2 ат ат (а) 8%п <9п (и) 8%п ат (у) $т ат{и-\- V — и)] = 

1 — А 2 81П* ат (у 4 ) 8гп* ат (х^ 

1 — А 2 8т* ат (ж 3 ) 8т 2 ат (ж й ) 

поставивъ здФсь — а на мЪсто а, получимъ 

1 — А 2 . 8гп*ат (у,) 8%п* ат (а? 3 ) 
1 — А 2 . $гп А ат (а? 3 ) 

[1 + А 2 8%п ат (а) $т ат (и) згп ат (г?) 8%п ат(и -\- V + а)] = 

1 — А 2 . $т*ат (у { ) 8т* от (д? а ) 

1 — 1А 2 . $т 2 ат (а: 3 ) 8%п % ат (х й ) 



— *:з — 

вг» зтта угонами и «ирм. 
1— Г 



1 _|- **.** 




г я» 



* .нл<оя С •***' 



_—,««;.»-«. .*0>> ЮГМ.Л 



(10$) 




«аи едожевд асг; 

О 



Шш%м это, ш трушо иыпж теслу л— 

| ^ и — д* 
Щ.,а) = шКа) + ^ 1*9 ^ . ^ «> 

зашкщевш ■ черезъ а ■ наоборот* шг**** 

1 , *?1« — « ч 

вычитая этм выражен!*, яжЬежь 

(140) Ш«^) — «Ъс) = П->,«! — -21*» 

этот^е са«ый резцьтап. «ожно полоть ■* «***^ 

(*), ес« за-*шогь въ немъ Е(«> «Ен.) ■»*«««"*■.■*> 

(90). Дш параметра * шлЪежь 
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П(«,6) — «2(6) = П(М) — 62(«), 

складывая вто съ предыдущнмъ, тгвемъ 

П(н,а) + П(м,6) =и[2(а) -+- 2(6)]— (а+Ь) Ъ{и) +П(а,и)+ Щ6,и) 

обращая внимаше на выраженш (102) и (107), отсюда на- 
ходить 

Щи, а) -\- Щи, 6) =к2 (а + 6) -\-ик*$тат{а)9гпат(Ь)$тат(а+Ь) 

-(а + Ь) 2(м) + Ща + 6,«) + 
^ 0(а — ц) 0(6 — и) (а -4- 6 + к) 
2 ° 9 0(а + «) 0(6 -+- «) ( а + 6 — «) ' 
но по выражение (НО) им-вемъ 

«2(о + 6) — (а.+ 6) 2(«) + П(в + 6,«) = Щи,а + 6) 
поэтому предыдущее обращается въ 
Щи,а)-\-Щи,Ь) =П(м, а + 6) + ик*ппат(а) $тат(Ь)$тат(а +6) -+• 

1 0(а — и) 0(6 — ц) 0(а -|- 6 + и) 
+ 2 * 0(а + «) 0(6 + и) 0(а -\-Ь — «) ' 

переменяя въ выраженш (109) а на к, 6 на « и обратно, 
получимъ 

П(м,а) + П(«,6)=П(и,а + Ь)~ъ-ик*$тат(а)$тат(Ь)*тат(н+Ь) 

(Ш) 

, 1 , 1 — & 2 мп аш (м) ы'п ат (а) &т аи> (6) вт аго (а -|- 6 — и) 
2 1 + А 2 *т ат (и) *т ат (а)*т ат (6) *ш ат(а + 6 -+- и) 

такъ представляется теорема для еложенш параметровъ функ- 
цш третьяго вида. 

17. Разсмотримъ теперь значешя фукщй втораго вида со- 
ответствующая мнимымъ аргументамъ. Функщя втораго вида 

• Е(и) = I Д 2 ат (и) . Ли 

для мнимаго аргумента обращается въ 



Е(ш) = I Д 2 ят (ж) . гЛи, 



но 
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Д ат (ш) = — 5 — ~А\ , ел1зд. Е(ш) = I 1 — = — ) ' [ . Ли, 



но 

2 



Д'ая» («,&') = 1 — к'* $гп* ат (и, к') = к* + к'* со»* ат (и,*'), 
следовательно 

Е(ж) = «Л 8 Г . , * + ,*"« 

чтобы найти значеше входящаго сюда интеграла, будемъ диф- 
ференцировать выражеше гапду . Ду и найдемъ 

Л {1апд уАу) __ Ду А'дт'у _ Д*у — &Уп*у со**у 

с/у со* 2 у Ду со**у Ду ' 

но такъ какъ Д 2 у = А' 2 + А 2 со* 2 у, то, внося это въ преды- 
дущее и интегрируя, получииъ 

№* ? Д ? = А" Г-^2_ + Г ** «»'? <*? 

^ сов*ф д? ^ дер 

(Ш') 

Пусть 

у = от (и), 
тогда 

<*у = Д ат (и) . Лщ | Ду . йу = | Д 2 ат [и) Ли = Е(и). 

/(Ни 1 4 

отсюда заключаемъ, что 
а поэтому 
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Е(|'м) == Иапд от (к, А') Дат (и, к') — Щ*,К) + ж, 
но по выражешю (90) 

Е(«) = ||« + 2(ш); Е(«.*')=^«+2(«,*'). 

внося это въ предыдущее, получинъ 

И(ш) = 
<И2) 

— {андат (и,*") Д ода («,*') + « Г| + 1! - Л + 2(«,А') 

величина заключающаяся въ скобках* ножегь быть приведе- 
на къ одному члену. Мы знаемъ, что 

* 1Г 

2 2 






о- ♦> 



<ИЗ) 



2 2 



Е = Гд (А,<р) й<р; Е' = Гд (*\ф) 4. 



откуда 



о о 

изъ этихъ выражешй составимъ таме двойные интегралы 

« К 

2 2 



^ >(*, ? )м*',ф) 



о о 
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/ Ш&^=''<«-°> 



* «г 
2 2 



^ ^-мммлV^) _ ( Е) 

о о 

вычтя изъ перваго сумму двухъ другихъ и помня, что 
находимъ 

о о 

Докажемъ, что это выражеше не зависитъ огь Л, для это- 
го докажемъ, что дифференщалъ его относительно к равен* 
нулю. Означая предыдущее выражеше чрезъ Р, имйемъ 

<*,р == л к (ке') + а 4 (к'Е) — а к (кк') = 

ГЛ _ <*Е' ЛГ , «Ж' Л' «Ш1 






дифференцируя первое изъ выражешй (ИЗ)» гагёемъ 



яг п^ 

2 2 



йк~) Д 3 (А, ? ) — /^ (1 -Л 8 т 2 ?) Д(А, ? ) А^ Д(*,?) ; 
в 

чтобы найти первый изъ этихъ интеграловъ, будемъ диффе- 
ренцировать выражеше ^ и найдемъ 
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4*.я**в) «в**<рДо 



(I — 4* . «я 1 ?) Дэ Да св»*фДв 



отсюда 



(1 — ** . ЯИ*?) Д? V Д? У Д? с»**?Д<р 

но пршпшая во ввшиню вырасеше (Ж*)» вгвеп 

^(^ — **. «•*©) д<? д?\/ д? 

— '«у? у! + р ^д? . *? -№ 



сякдоватеоао 






/< 



</э 



поэтому 



также 



(1— к*. т\) Ао~ к" ' 
О 



<«__Е К 

йк~к,к' г к" 



<Ж' Е' К' 



<**' ~~ *'** к' 
два вторьм изъ уравнешй (ИЗ) дають 

3 

лк ^ щщ=ъ (Е ~ *>> Ик'=й &' - к '> 
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«Ж <&' <ЛЕ <ЯЕ' 
внося эти значенш пронзводныгь — , -тг?» -», -тт? въ 

предыдущее выражеше <у> и помня, что ** + *'* = 1 даеть 
МА + *'<**' = 0, находижъ ^Р = 0; сл*д. Р есть независя- 
щая ото к величина; чтобы определить эту величину, дадюгь 
А частное значеше, положюгь *=0; тогда выражеше (414) 
приводится гь 

2 2 



Р= I 1со4<*|'.<1?=^, 



• О 

следовательно 

(115) КЕ' + К'Е — КК' = | 



отсюда 



К' Е . 1с 

5Т-Г5 — 1 — 7\ 



К' ■ К '2КК' 

внося это въ выражеше (112)» имЪемъ 

(т)гЩт) = — 1апдат(ч,к')Ьат(ы,к')+^, + 2(и,*') 

что и есть искомое значеше функщй втораго вида съ мни- 
мымъ аргументоиъ, оно показываетъ что фуикщя 2 нннмаго 
оргумента ш по модулю к выражается помощпо алгебраиче- 
ской части и функщй 2 д*йствительнаго аргумента по до- 
полнительному модулю к'. 

Умноживъ предыдущее уравнеше на иЫ и взявъ интегралъ, 
получимъ 

и и 

I !<Ди2(ш)= — I ^апд от (и, к') Д ат (*Ж) Ли 


и 







9 9 



НО 
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- Нтд от («,*) А от („,*') * = * У°9™™(и,к')} 

• Ли 



следовательно 

V 



I | Ъ{т).йи = 1од сов ат (ч,к') + I 2(и,*') Ли + т^, , 



о сг 

такъ какъ 



О 
то 






''/»<м*-»1^'^ч*-»^Й 



О 

поэтому предыдущее выражеше обращается въ 
. Г0(ш)"| . ,,, \ , , 0(А',«) 

переходя отъ логариемовъ къ числамъ, шгёенъ 



+ 



1Ш* 



4ЕК 



/ 9 



1га 8 



такимъ образомъ определяется значеше функцш О для мни- 
иаго аргумента. 

Если вспомнимъ, что 



0(О) = у^р; 0(К)=У?' ©(<>>*') =У^, 

ТО 

л 



0(ш) = ^Ш со» ат(к',и)Щ',н) е 



тог 
4КК' 



припоннимъ, что по выраженш (6') 



— ш — 

ат (и,*') + пп = ат(и + 2лК',А'), 

а это при п = 1 даетъ 

со$ ат (и -{- 2К',А') = — со8 ат (и,к'); 
кроме того мы видели, что 

0(и + 2К)=0(м), 
следовательно 

0(« + 2К',*') = 0(и, Л'), 

имея это въ виду, поставит» въ выражеши (117) и+ 2К'на 
место и, тогда получимъ 

тг («-+- 2К') В 

0(О,А) ~ в СО5ат ^ Л; 0(О,А') 

отсюда при помощи уравненгя (117) имеемъ 

0(«| + 2|К',*) = в К . 0(ж,А), 
положим!» ш = *<, тогда и = -г = — ш § , следовательно 



/\ > 



©(и, + 2Ж',*) = — е к . ©К,*) 

или просто 

гс(К'— *и) 
(118) 0(« + 2Ж',*) = — в К . &(и,к). 

По второму изъ выражеши (12) имеемъ 

шям / м , к . ^ч_ к*тат(ч,к') 

со$ ат(ы -\- к ,к )== / — гтт 

4 ' ' кат (и, к) 

а по последнему изъ (86) 

©(и + К' ,к') = * т ^ • М') 

V* 



/\ > 
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2) х +у — и + ь — а, откуда х = — 5 — =х * 

«,+ • 



х — у = а у = — а = х 1 



подучимъ 



, ч . , ч 51Л 2 ат (ж.) — $т* ат (у й ) 

ей» ат (и) $т ат (р) = - , й . , * , — ч . . ; ч 

4 ' ч ' 1 — А 2 $т ат (а? 3 ) шг ат (у й ) 

• 

, ч . , , ч $т* ат (х л ) — $т* ат (х 4 ) 

$гп ат (а) $т ат (и + V — а) = - Й Т . . \ * — 7 — ч . , * ч 

' ч ' ' 1 — Л* *т* от (а? 3 ) *т* ат (ж 4 ) 

помножимъ эти уравнешя каждое на А 2 , умножимъ загЬмъ 
одно на другое и, вычтя наконецъ каждую часть подученнаго 
уравнешя изъ единицы, найдеиъ выражеше, вторая часть ко- 
тораго по раскрыли* ско б окъ приводится сначала къ 

1 + ** «и» 4 а| ю (# 3 ) * |Л * ат (у 1 ) * 1Я * Ш|> 0*4 ) — 
— А 2 $т 4 ат (а? 3 ) — А 2 . 8гп*ат (у й ) зт*ат (д? й ), 

а потомъ къ 

[1 — А 2 $т 4 ат(;г 3 )] [1 — к 2 8гп г ат(у { )8т*ат(х 1 )], 

поэтому результатъ этихъ преобразован^ представляется въ 

ВИД* 

1 — Л 2 8ш* ат (х 3 ) 8гп* ат (у й ) 
1 — А 2 8т* ат (а? 3 ) 

[1 — А 2 8%п ат (а) 8%п шп (м) 8%п ат (р) 8%п ат(и-\-ъ — и)] = 

1 — А 2 8Ш* ат (у 4 ) 8%п г ат (х А ) 

1 — А 2 8Ш % ат (# 3 ) $т 2 ат (ж 4 ) 

поставивъ здЪсь — а на мЪсто а, получимъ 

1 — А 2 . 8гп г ат (у 4 ) 8т* ат (х г ) 
1 — к*.8т*ат (х г ) 

[I + А 2 8\п ат (а) 8%п ат (и) 8гп ат (г?) 8%п ат (и + V + а)] = 

1 — А 2 . 81п'ат (у й ) 5т 2 ат (а? 2 ) 

1 — 1А 2 . 8т 2 ат (а? 3 ) мл* от (а;,) 
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раздЪливъ первое изъ этихъ уравнешй на второе, имЪемъ 

1 — к 2 . зт ат (а) зт ат (и) згп ат («?) згп ат (и-\- V — а) 

4 -^- А* . зтат(а)зтат(и)з1пат(г))8тат(и-{~ь -\-а) 

[I —А* згп 1 ат{у 1 )зт*ат [х К )1 Г 1 —к*.$т*ат(х 3 )зт 9 ат(х^у \ 
1— А 2 .«>^ 2 ат(у 1 )«я 8 ат(д? 2 )^ \\^к г .зт % ат{х^зт г ап1{х^\ 

сравнивая это съ выражешемъ (108), имЪемъ 

0(и — а) 0(© — а) 0(и -(-!? + а) 

0(м + а) ©(а + а) 0(м + V — а)~ 

1 — А* щ%п ат (а) згп ат (и) зт ат (я) зт ат (и + V — в) 
1 + А 2 зт ат(а) згп ат (и) зт ат (у) зт ат (и-}- ® + а) ' 

сравнивая наконецъ это съ выражешемъ (107), находимъ 

П(и,а) + П(»,а) — Щи + ь,а) = 
(109) 

1 . 1 — к* зт ат (а) зт ат (и) зт ат (*>) згп ат (и + » — а) 

2 1 + А 2 **в вя» (а) мп аго (м).$т ат (г?) «л сии (и + V + а) 

такъ представляется теорема сложешя аргументовъ въ] инте- 
гралахъ третьяго вида. 

Им$я это, не трудно найти теорему для сложешя пара- 
метровъ. Выражеше (98) имЪло видъ 

и,а) = иЪ(а) + ~ 1°9 7^ — ; — ^ 
' ч ' 1 2 * 0(и + о) 

такъ какъ 0( — ю) = 0(«); 0(и — а) = &(а — и), то поел* 
замЪщешя и черезъ а и наоборотъ имЪемъ 

пм - «ад + * ь, |^| , 

вычитая эти выражешя, им1>емъ • 

(1 1 0) Щи 9 а) — и1(а) = П(а, к) — а2 (к) 

этотъже самый результатъ можно получить изъ выражешя 
(•4), если зам*нимъ въ немъ Е(и) иЕ(а) ихъ значешями изъ 
(90). Для параметра Ъ имЪемъ 
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Щи,Ь) — иЦЬ) = П(6,и) — 62(н), 

складывая это съ предыдущими имЪемъ 

Щи 9 а) + П(к,6) =и[Ъ(а) + 2(6)]— (а+6) 2(и) +П(а,м)+ П(6,и) 

обращая внимаше на выраженш (102) и (107), отсюда на- 
ходимъ 

Щи,а) + Щи, 6) =и1 (а + 6) -\-ик*8%пат {а)$гпат (Ь)$тат(а-) Г Ь) 

— (а + 6) Ци) + Ща + Ь,и) + 

\_ 0(а — и) 0(6 — и) 0(а + 6 + и) 
2 1 ° 9 0( а + и) 0(6 + и) 0(а + 6 — и) # 

но по выраженш (110) имФемъ 

чЦа + 6) — (а.+ 6) 2(«) + П(а + 6,и) = П(и,а + 6) 
поэтому предыдущее обращается въ 

Щи, а) -\-Щи, 6) =П(м, а+ 6) + мА 2 *мат(а) *мат(6)*таго(а +6) + 

1 0(а — ц) 0(6 — и) 0(а + 6 + и) 
+ 1 ^ 0(а + «) в(6 + и) 0(а+4 — и)' 

переменяя въ выраженш (109) а на и, 6 на V и обратно, 
получимъ 

Щ*><0 + П(и,6)=П(и,а + 6) ^икЫпат(а)8тат(Ь)8тат(и-\-Ь) 
(111) 

1 . 1 — А 2 *т ат (и) $гп ат(а)$гп ат (6) вгп аго(а + 6 — и) 

2 1 + А 2 $т ат (и) $т ат (а)*1Л а»» (6) *зя ат(а + 6 + м) 

такъ представляется теорема для сложешя параметровъ функ- 
щй третьяго вида. 

17. Разсмотримъ теперь значешя фукщй втораго вида с о- 
отвЪтствуюпуя мнимымъ аргументамъ. Функщя втораго вида 



/' 



для мнимаго аргумента обращается въ 



/< 



но 
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д| ,. ч Д 2 ат(и,А') _ «... . ГЬ*ат(и,к') 
Д 2 аго (ш) = — | — У-ТТч > СЛ *А- Е ( т ) = • I — 5 — /РГ • *» 

но 

Д 2 ат (и,*') = 1 — А' 2 «л 2 от (и, А') = А 2 + А' 2 со* 2 от (и, Л'), 

следовательно 

Е(ж) = О 1 Г ■ , * . ,, + Л"» 

» 
чтобы найти значеше входящаго сюда интеграла, будемъ диф- 
ференцировать выражеше (апду . Д<р и найдемъ 

(I (Гапдг <рА<р) Д<р А 2 де» 2 ф А 2 <р — А 2 *т 2 <р <?о* 2 <р 

с/<р со* 2 <р Дф со* 2 <р Д? 

но такъ какъ Д 2 <р = Л' 2 + Л 2 со* 2 <р, то, внося это въ преды- 
дущее и интегрируя, получииъ 

итв ? Д ? = А" Г_Д_ + Г * "»'? * 

ут т лсо^д?^ д<р 

(ИГ) 

— ^со* 2 <рД<р ^ ? * <Р_ ^Д?' 
Пусть 

<р = от (и), 
тогда 



<*<р 



= А ат (и) . йи; I Д-р . йср == I Д 2 ат (и) Лм = Е(и). 



/Ли \ 1 

со«'«|(«) = А 75 ^ а,Й ^ Лат (м > ~ А* Е(м) + Щ 



отсюда заключаемъ, что 



^Аи { 1 

со$ ат(и,А) А 8 * \ » / * / А 2 ' 



а поэтому 
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18. Выражения (118) и (130) могутъ привести къ замеча- 
тельному соотношешю между элементарными эллиптическими 
и Якоб1евыми функфями и Н, соотношешю, изъ котора- 
го какъ простыя следств1я вытекаютъ почти всё главнейппя 
предложения теорш эллиптическихъ функцш. 

Мы знаемъ, что 

вгпапг (и + 2К) = — втат (м); соват (и + 2К) = — соват (и) 

втат (и -{-2Ж')= + ыпат (и); соват (и -|-2Ж')= — соват (и) 

Доя» (и 4- 2К) = + Аат(и) 
(131) 

Дат (и + 2!'К') = — Аат(и). 

Будемъ разуметь подъ % какую-либо изъ трехъ элементар- 
ныхъ эллиптическихъ функцШ втат (и), соват (и) и Дат (и) 
и назовемъ чрезъ Р(я*) и Р^я*) целые многочлены /ы>й и 
п — 1-ой степени относительно квадратовъ элементарныхъ 
эллиптическихъ функщй, такъ что 

Р(*«) = а % м + Ъ** п ~* + с 2 ,п - 4 +....1г* + т 

Р 1 (**) = а 1 * ,п - 8 + б^ 1 "- 4 + ..../,*' + т х 
.имея это, составимъ функцию вида 

Предположимъ, что эта функщя при постановке вместо % ве- 
личины втат(и) обращается въ ^ { {и). при подстановке вместо 
% величины сов ат (и) переходитъ въ у^и) и при подстанов- 
ке вместо % величины Дат(м) обращается въ ?з( и )* тогда 
легко видеть, что функщ'я <р р (и) при измененш аргумента по- 
следовательно нп 2К и 2*К' имеетъ относительно величи- 
ны и знаковъ тЪже свойства, каюя представлены уравнешями 
(131) для элементарныхъ эллиптическихъ $т«т(ч) 9 созат(и), 
Дат(«); т. е. 
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*,(« + ЮГ) = + ?,(«). ?,(« + 2Ж') = - ?а (») 
(»ЗГ) 

?,(« + «) = + ?,(«) 

? ,(« + 2»К')= -?,(«)• 
Въ самомъ а*Ьхё 

?.(«) = Л«(|) Р(«« ! от(н)) + * *У ^ Р ( (м*ом(«)) 

(132) <?.(«) = со$ат(ы) Цсо**ат{н)) + <<С °Т >(м) Р < (го^оя»(н)) 

<?,(«) =Лш (и) Р(Л* в» («)) + 1А|^1 р, ( д« „„(«)) 

но уравнетя (3) при последовательной вставк* вместо и ве- 
личинъ « + 2К и и + 21'К' всл*дств1е уравнешй (131) даютъ 

Н*т ат (и 4- 2К) 

-7 = — со$ ат (и) Д ат (и) , 

7/ == " "■" со8ат(и)Аат(м) ) 

Лсо$ ат (и + 2К) , , ч . 
^ !__- _|_ $ш<Ш1(ю)Дат(и), 

/ЮО\ Же* **» (и + 2Ж') . - / ч А , ч 

(13.1) - -=~ 4" 81пат[и)&ат(и) 9 

йД ат (и 4- 2К) , 2 . , ч , ч 

Ь_ — ! 1 = — к .шпат (и) соват (и), 

аи 

(1& ат (и -4- 21 К') , . 8 . , ч , ч 
1-_! 1= + к .81пат(и)со8ат(и) у 

аи 

функцш РиР р какъ содержания только четныя степени пе- 
ремЪнныхъ, не могутъим^ть вл1ян1я на знакъ выражешй (132), 
а потому, оставивъ функщи Р и Р, безъ пЗреягЬны, осталь- 
ных части выражешй (132) вслЪдств1е выражешй (131) й 

(133) приведем* къ виду. 
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— ппат(м)Т(8т*ат(и-\-2К)) — совот(м)Дат(в)Р,[*т'ая|(и+2К)] 

— со8ат(и)^(со8*ат(и^2К))^8тат(и)Аат(и)? 1 [со8 % ат(м+2К)] 

Ь (и + 2К) = 
4-Дат(и)Р(Д 2 ^т(и+2К))— А' *мат(и)со8ат(и)? \ [Д 2 ат(и+2К)] 

поставивъ же въ уравнешяхъ (132) вместо производныхъ 
ихъ величины, имЪемъ 

^ | (и)=51пат(к)Г(в1л 5 ат(м)) -|- со8ат(и)Иагп(и)Р { (8т 1 ат(и)) 9 
^р в (и) = со8ат(и)?(со8*ат(и)) — 8мат(и)1ат(и)Т? 1 (со8*ат(и)), 
ф з (м) = Дат(и) Г(Д 2 шя(и)) — А^$та/ю(|*)со*ат(1|)РДД 2 ат(и)), 

сравнивая эти выражешя съ предыдущими, видимъ, что 
?1 (к+2К)=- ?| (и); <р 2 (к+-2К)=— ?2 (и); ? 3 («+2К)=+?Л«) 

такимъ же образомъ легко подтвердить и остальныя три изъ 
выражешЁ (131').. 

Поел* этого заключаемъ, что свойства выражешя (131 ) 
имЪютъ м*сто для каждой изъ элементарныхъ эллиптиче- 
скихъ функцШ при выполнении условШ (13 Г). 

Мы видимъ изъ выраженШ (13 Г), что функщя (р р (и) съ 
увеличешемъ аргумента на 2К и 2*К', не изменяя величины, 
въ нЪкоторыхъ случаяхъ изм1шяетъ знакъ, но подобно пре- 
дыдущему легко убедиться, что функщя 

(133') <р(«)=Р(*')+*^Р 4 (* 8 ) 

при тЬхъ же измЪнешяхъ аргумента не будетъ изменять ни 
знака ни величины, т. е. 

?(и + 2К) = + ф(н) 
. Ъ(и + 2*К') = + <р(и) 

и это свойство <р(к) будетъ сохранять, какую бы изъ трехъ 
элементарныхъ эллиптическихъ функцш мы не разумели подъ 
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2. Условимся за Р принимать здЪсь ту же функцию какъ въ 
выраженш ф р (и), а за Р 2 (^ 5 ) ц*лый многочленъ степени я— 2 
относительно г 1 . 

Для большей определенности будемъ сначала подъ г ра- 
зуметь гт ат(и) и такъ какъ 

, ч * Н(и) 
2 = нп ат(и) = — — ,. . , то 

4 ' ^* ^ 

^а _*_ в(и)Н'(ц) — Н(ц)0'(м) 
</« ~ ^А ©'(«) 

и поэтому 

тГ1 л_ Р Л Н'(»0\ , И\(»)[Щи)Е'(и)-Е(и)в'(и)} „ /1Н'(«)\ 
^ ; ~~ V* ©*(«)/ "*"* в'(м) '^А©»/' 

а такъ какъ 

Г /1Н»\ аН» 6 Н— '(,) , Щ«) 

\А0'(«)/~Л П 0* П (««) А" -4 ' 0*"~'(м ; ч " 1 ""*^ 1 °"- 4Т ' 



«)^'" Г А0*(«) 



+-»»!. 



„ ЛН'(»)\ <±_ Н"-«(«) , 6, Н"'-«(ц) , /,Н 8 (Ц) 

1 \,А0 8 (")У к п -*'&* п -*(и) ' Г А п - , 4 "-"(м) ' 1 "*" Г * *©'(«) 

то полагая 

(1 34) Ф(и) = 

рН»+^г Т Н* п -'(«)® , (и)+..+^Н'(и)0 ,я -»+'»®» 



+ 



[ 



^ Щи) Г©(и)Н'(«) — Н(а)0'(м) 1 X 



л & ? Н' л - < («)0(«)+ А 4^Н 5 »- 4 0'(«)+..+^Н < .(«)0*"-(«) 



+ т,©*»-»] , 



находимъ 



(135').... <р(«)'=^- ?(«)©*» = Ф(«)... (135) 
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следовательно 

ф(« + 2К) . 4я (м + 2К) = Ф(« + 2К) 
(136) 

<р(и + 2еК') 0" 1 (и + 2ЛГ) == Ф (и + 2Ж'), 
но 

,п (и + 2К) = ,п («) 

и по уравнение (118) 

— 2я 2 (и + Ж') 
0* Л (м + 2«'К') = 0"» в К , 

поэтому уравнешя (136) обращаются въ 

<р(«).0 ,п («) = Ф(« + 2К), 

— 2я 5 (« -н Ж') 

о(и) . 2П (и)е к = Ф(« + 2»К') . 

обращая внимание на уравнеше (135), имеемъ отсюда 

Ф(и + 2К) = Ф(«) 



(137) 



_2„ *-*(« + Ж') 
Ф(« + 21К') = Ф(м) . е К 



Легко найти условие, при которомъ удовлетворятся эти урав- 
нешя, когда дадимъ функцш Ф(и) видъ 

(1 38) Ф(«) = А. Н(« — а 4 )Н(н — а 2 )Н(и — а,). . . Н(« — а,„) 

где А, а„ а 4 а, п суть постоянный, которыя должны быть 

определены подъ тбыъ услов1емъ, чтобы выражешя (134) и 
(138) были тождественны. 

Легко видеть, что функц1я (138) действительно удовлетво- 
ряв тъ первому изъ уравнешй (137). Увеличивъ аргументы* 
на 2К, имеемъ 

Ф(«+2К)=АН(«-{-2К— а,)Н(м +2К-а а ).... Н(м-4-2К— а, п ). 

вообще 

Н(м + 2К — а) *ж — Н(и — *) 
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а такъ какъ въ предыдущемъ выраженш число производите* 
лей четное и равно 2п, то знакъ выражешя поел* подста- 
новки и-}-2К на мЪсто и неизмЪнится, и мы имФемъ 

Ф(и + 2К) = АН(к — а,) Н(и — а 2 ).... Щи — а 1л ). 

Или, принимая во внимаше у равнеше (138), отсюда прямо 
находимъ 

Ф(*« 4- 2К) = Ф(и), 

т. е. первое изъ уравнешй (137), а потому заключаемъ, что 
избранный видъ (138) для функщи Ф(м) действительно удо- 
влетворяетъ первому изъ уравнешй (137). ♦ 

Не трудно найти условье, при которомъ видъ избранный 
для функщи Ф(и) будетъ удовлетворять второму изъ уравнен- 
ий (137). 

Увеличивъвъ выраженш (138) аргумента на 2Ж', находимъ 

Ф(и + 2*К') = 
АН(и + МЬ'— а,) Н(и + 2*Г — а 2 ). .. Н(« + 2Ж' - а 4л ), 

но написавъ въ уравнеши (130) вмЪето и последовательно 
величины и — а |Р и — а 2 , и — а,... .и — а, я 

Н(и + 2Ж' — а,) = — Н(м — а в ) е К 

-^(« — ., + ,-К') 
Н(« + 2Ж' — а 4 ) = — Н(« — а*) е К 



— у (* — ■Ч» ■*■ Л') 
Н(и + 21К'-а, я ) = -.Н(и-а 2я )в Т 

перемножая это и внося въ предыдущее уравнеше, им*емъ 

Ф(« + 21'К') = 

АН(«-а 1 )Н(«-а,)...Н(«-а 1 > к 

отсюда, обращая внимаше на уравнеше (138), находимъ 
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— 9я — 



2Я 



?Г + | ' к, ~й ( * | + *"-*»» ) { 



что будетъ тождественно со вторымъ изъ уравненШ (137) при 

*« + а 2 + а, + •••• + а 2 «=0. 

Таково услов1е, при которомъ избранный видъ функщи 
Ф(и) удовлетворяетъ второму изъ уравненШ (137). 

Итакъ давая функщи Ф(и) видъ (138) и сравнивая выра- 
жешя (133') и (135'), находимъ 

(139) Г (««) + , ^ Р 8 (ж-) = АН( Ц -«,)Н^--а ).. Н(«~« ,,) 

и такъ какъ ср( и ) не изменяется ни по знаку ни по величи- 
не, при измененш аргумента и въ м-|-2К, или въ и + 2Ж Г , 
какую бы изъ элементарныхъ эллиптическихъ функщи мы не 
разумели подъ я, то заключаемъ, что средложеше выражае- 
мое уравнешемъ (139) справедливо для всЬхъ трехъ элемен- 
тарныхъ эллиптическихъ функщи, но такъ какъ 



ип от 



, ч К Щи) , , ./*' Н(и + Ю 

(и) = -—=. --7-4 ; сов ат(и) = V 1 * / ч 

\/& ( =>(и) А ®(*0 



то полагая Н(«е -|- К) ===== Н 1 (м); &(и-{-К) —©^и) и давая въ 
выраженш (139) переменной % последовательно значешя 
$гпат(и), со$ат{и), Аат(и), находимъ 

Р(*1Л ат(и)) + *1лши(и) -: — — . Р 2 (вт от(и))= 

А д Н(и — о^) Н(ц — а а ) . . . . Н(|/ — л гп ) 

(140) Р(со* ! ат(м)) -)- со* ат(и) - ^Р,(со* , ая»(м)) = 

А,а,(п — а^Н/ц — а,)...Н,(ц — а,,) , 

©•»(«) 
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Р(Д'шя(к)) + Ьот(и) * Л ™*** Г,(& 9 ат(ыУ) = 

А^е^ы-— д,)& г (и — а,)... ©.(и— - О 

0* 7Г (м) ' — 

при условш а, + а, -\- а, — .... -|- а, п = 0. 
Первое изъ выраженШ (132) даетъ 

т( ,л_ < НС») Г а Щи) 6 Н"-» , I Н»(«) 1 

™ у/А0(и)|_А п |я (и)" + "А я -'0 2я - 8 (ы)^ ""^©'(м)"*" ] 

1 [9(«)Н'(и) - Н(и)0»] ., 
[Л я - , 1П -«(«) "Г А*-*©»—» "Г"- А © 8 («) "♦" ш »] ' 



полагая 



+ -д Г©(«)Н'(«) - Н(«)0'(«)1 X 

Н"-*(«)0(«) + ^ Н"»-<(и)0'(«) + ... 
+ ^ Н'(м)0 4п - 8 («) + т,© 4 "-'^) 1 , 



Г Д| 



илгЬемъ 



(141) " <р,(«) ^^Щ^ . ®' Л+, («)?,(«) = *.00. 

такъ что 

0* я+ '(« + 2К) ? ,(и + 2К) = Ф^м + 2К) 
©"»+♦(« 4- «ЖО^С* + 2Ж') = Ф ( (и 4- 2Ж'), 
но помня, что 
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(-)(« + 2К) = «(«) 
? 4 (и+2К) =-«р,(и) 

?,(« + **>= + ?.(«) 
и приникая во внимаше уравнеша (118), им*емъ 

— ?,(м)0 5п+| (и) = Ф 1 (и+ 2К) 

— (2п-М)^(и-ыК') 
— ?1 (*)0 8 " +, О)е • к = Ф 1 (« + ?*К'), 

что по второму изъ (44-1) обращается въ 
Ф,(« + 2К) =— Ф,(м) 

*(2«-н1)(«-1-.К') 
Ф, (« -|- 2Ж') = — Ф,(и) . е К 

видъ функщи Ф 4 (и) удовлетворяющей этимъ уравнешямъ мож- 
но принять тотъ же только съ нечетнымъ числомъ произво- 
дителей Н(м — а), т. е. можно допустить 

Ф<(м) = А/Н(« — а*) Н(м — а 2 ). .. . Щи — а 1я+ ,) 

при условш 

а« + <*, + « 8 + ..-• + * ЗЖ = 0. 
Следовательно по второму изъ выражешй (141) 

(142) 9Дм) = в*»+'(ц) ' 

Рядомъ подобныхъ же соображешй, принимая во внимаше че- 
тыре остальныя йзъ условш (13 Г), находимъ 

,. л _ А/Н,(ц — а,) Н^ц.— а,).. . Н А (к — я^,) 

(НЗ) 

_ А, 'О, (и — а,) ц,(м — <)... «,(* — * 2П +,) 

м«; «*»+» • 

такъ какъ постоянный а, ^ а Эу1 должны удовлетворять 

УСЛ0В1Ю 
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*1 + «* + ?, + — + а* л + а 2п +« = °> 
то 

«л ат(и) Г($т ат(и)) -} -у — — . г дет ат(и)) = 

__ А/Н(ц — а,) Щи — а 2 ).,. Н(»* + «■< + я, + •-• О 

/..., / ЧТЧ/ 8 / \\ , <1со$ат(н) _ , , . 
(144) со$а/и(и)г(со5 ат(и)) -] — 1 - ^Гдсоз ат(и)) = 

I ч 

А/Н,(м — а,) Н,(« — а,)... Н,(м -{-а, + а, 4- ..а, п ) 
= «»+'(«]» ; 

Дат(«) Р(Д 8 аот(«)) + ^^^ Г,(Д 2 от(м)) = 

_ Ад'еДм — «,) @ { (и — а,).... в,(м + «« + «,-••• О 

' ? ''II I — » ■ ■ III ■ " I . » I . . . - ' I Ж ■ ■ ' III I I ■ I I 1~ » 

2П+1 (И) 

Выражешя (14-0) и (144) суть гб примЪчательныя соотно- 
шен]'я между элементарными эллиптическими и Яко01евыми 
функщями, изъ которыхъ какъ простыя слЪдств!Я могутъ быть 
выводимы главныя предложешя теорш эллиптическихъ функщй. 

19. Ближайшее сл*дств1е выражешй (14-0) и (144) есть 
Абедева форма основныхъ евойствъ эллиптическихъ функщй 
относительно сложешя аргументовъ. 

Первая часть выражзшя (139) по уравнешю (138) еоть ни 
что иное какъ <р(н ); а потому всякая величина, обращающая 1 
въ нуль вторую часть выражешя (139), будетъ корнемъурав- 
нец!я у(ц) = 0. 

Но такъ какъ вторая часть обращается въ нуль при сл*Ь- 
дующихъ 2п значеы!яхъ и 

и—а 19 м = а 2 , и= а 3 ,... и — а 8л , 

то а # , а,, сц,... а, п суть въ тоже время корня ураввешя 
^(и) =х 0, а потому уравнешя 

?(*,) = 0; «(в,) 3 - — ?К-)*= 
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могутъ и должны служить для опредфлешя %п постоянныхъ 
входящихъ въ уравнеше (1 38)^ въ функцш постоянныхъ а,, 

ОС ^ * • . . ССд л » 

Для м=а 4 , и=а 2 ... и=а 2п при я = згп ат(и) получаемъ 
ъ=$т ат(& % ), я=*т <ни(а а ), я=$т а/и(а,). .. 2 =«>г ат(а, л ) 
рядъ корней уравнешя, 

Если пербмЪнимъ знаки при а { а 2 ... а 2п , то величины 

2 = — вгп аш(а | ) | г = — $т ат(а 2 ). . . я — — */л яя*( а 2п ) 
будутъ корнями уравнентя 

?(,-)-|,.Г, М =0. 

отличающагося отъ предыдущаго гЬмъ, что члены, содержаще 
нечетные степени перемЪннаго я, будутъ им*ть противупо- 
ложные знакп. 

По общей теорш уравнешй 

йг 
}?(&*)+— .зР 2 (я 2 )=(д^— «лвш^Х* — вгпата 2 )...(я — *тат* %п ), 

Их. 
ни 

если назовемъ чрезъ ф | (и) = уравнешя съ квадратами раз- 
ностей относительно уравнешя у { (и) = 0, то, перемноживъ 
два предыдуцця выражешя, им'Ьемъ 

^(и) = (я 2 — «т'ата,) (ж 2 -1- 8т*ата 2 )... (я* — т 2 ата 2п ), 

рядомъ подобныхъ же соображешй, давая ъ значешя со* ат(и) 
и Дат(м), имЪемъ 

ф 2 (и) = (а 8 — со^агоа,) (г 2 — со* 2 ат а 2 ).. . ; (я* — €08 й атл^ п ), 
ф э (и) == (** — Д 2 ата 1 ) (я 2 — Д 2 ата 2 )... (я* — А*атя 9п ) 9 

гд* ф 2 (и) и ф 3 ( м ) имЪютъ тоже отношеше къ функщямъ <р 2 (и) 
и у 9 (и), какое существуетъ между ф 4 (ы) и <р 4 («). 
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Такъ какъ всё наши предЫдущ!я заключешя справедливы 

при уСДОВШ 

а 1+ а 2 + ••• а 2 П = О» 

ТО 

^(и) =(2* — ёт*ат* й ) (я 2 — *т 2 ата 2 ) 

(г 2 — «т 2 ата 2п _,) [г 2 — ып'ш^а, + а 2 ... + *»._,)!; 

ф 2 (и), = (а 2 — со**атя й ) (г 1 — со* 2 ата 2 ). .. 

(ж 2 — со* 2 ата 2п-1 ) [а 2 — со$*ат(л л -+- а 2 + ...а^,)] 

ф 3 (м) = (г — Д*гояа 4 ) (я* — Д 2 шюа 2 )... 
(ж 2 — Д 2 ата Яп-1 ) [л 1 — Д'оЦа, + а 2 + ...а,^)]. 
Такъ какъ 
$т*ат(а й ), $т*ат('х 2 ),...со8*ат(а й ), со$ 2 ат(оД... Д 2 ат(а | )... 

суть корни уравнетй ф й (м)» ф 8 00» Фз(*0> Т0 » назвавъ члены 
этихъ уравнешй, несодержапце перемЪнныхъ, чрезъ Ь, М, 1У, 
по общей теорш уравнешй находимъ 

9%пат(я % ).8%п оя|(а я )... «м ая|(« 11|— 1 ) **я ат(«, -+-«3 -4-;... -ь ог вя ,) = ^ь у Ь 

подобный же выражешя находимъ для со$ ат(<х) и Дат(а), 
такъ что 

$тат(* + а 2 ... ■«.„.)= . — т-. / — ^ 7 г 

41 * *п 1/ 81пат(а 1 )8гпат((х^)... 91пат(а йп _^ 

со*^(а^.со*а*и(а 2 )..со*а///(а 2я __ | ) 



во«вт(а 1 4-« 1 + -+«1 1| -«)= 



=±= %/N 
12 2Л !/ Дая?(а,)Да/и(а 2 ) ... Д"иЧ а 8 П -1) 

Таковы Абелевы формы теоремы сложешя аргументовъ. 

20. Прим'Ёнимъ эти общ1я соображешя къ н'Ькоторымъ ча- 
стыымъ случаямъ. Подожимъ, что п = 2, тогда Г(я 2 ) будетъ 
многочленъ второй степени относительно г 2 , а Р,(я 2 ) много- 
членъ нулевой степени относительно того же перемЪннаго, 
такъ что 
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Р(е') = г* + аж* + Ъ\ Р,(а*) = с, 



следовательно 

1 йъ 

?(") = («* + аа 5 + 6) + сг ^ ; 

предположинъ, что четыре коряя этого уравнешя суть «,, «,, 
а,, а,, тогда 



(г — «пота,) (г — «лота,) (а- — «пата,) (» — «лата,) 
отсюда |> ( («) = будетъ 

(г* — 8№ т'ап^я,))^* — вт'от(а ( )) 

все эт 

, = 0. 
Этому различно. Въ частномъ 

случа* 

а ( _|_ й , -{- а, = 0; а, = 0; 
первое даетъ л, + а 1 = — а 3 . а потому 

(.• + «■ + »>■ —■••(*)'=. 

(ж* — *т*ят(а,)) (г 1 — «п'ая^а,))^* — *т*а;»(а ( -|- а,)). г* 
отсюда вндимъ, что непременно 6=0, остальное по сокра- 
щена па г* даетъ 

' г ' (1 '+ о) '- с '(?«) = 

(а 1 — вт*ат.{а,)) (а* — *т 2 от(о,)) (а* — «в'оп^а, -|- а 4 )) 



(*)*=(. _,■,(■ _*•,•) 
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а потому заключаем!., что въ первой части предыдущаго урав- 
нентя членъ свободный отъ переювннаго г будетъ с 1 , следо- 
вательно но общей теорш уравнешй - 

егн*ат(а й ) пп*ат(я г ) «л , ат(а, + а,) = с*, 
откуда 

(1*6) ипатСа, + лЛ = — — — : - — -, 

такъ какъ при 6 — и по сокращении остальнато на ж функ- 
ц]я <р{«) приводится гь 

/ \ * I I <* г 

?(") = * + « + с ^ 

и а,, а, суть корни этого ур въ него, 

ниве» 

*»л'ат(а ( ) + а $т от(а,) - =-. 0. 

»л'ат(а а ) -(- л мп ат(а,) ■ = 0. 

уравнения, которыя въ общей теорш соотв-Ьтстнуютъ уравне- 
шямъ <р(а,)=0 и <у(«,) = 0. 
Исключая изъ этихъ уравнешй о, им*еиъ 

$т*ат(а { ) $т ат(а,) — яп'о»»(а,) яп от(а,) 
«пат(а ( )совош(а > )Двт(а 1 ) — втат(а,)сояат(«1)Дат(а | )' 
откуда 

(1*7) -. 7 -4~. т-т = 

я'п*ат(» | ) -•- я'п*дт(« а ) 

«п ат(а | )со(а1п(а,)Дот(а,) — «я от (а,)ео* от (а, ,) Д<ип(« ( ) ' 
сравнивая это съ выражешемъ (14-6), им'веыъ 
втат(а, + оц) = 

«в'ат(я,) — <|Удт(«,) 

и» ат^) соя от(а,) Дат (а,) — 11П ат(а а ) со* ат(а,) Дит(а,) ' 
такъ какъ въ выражеши (1*?) вторая часть при а 4 = при- 
водится въ шшяа,, то по этому пъ выражеши (14-6) необхо- 
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дано принять и мы приняли верхний звакъ. Умноживъ во 
второй части предыдущего уравнешя числителя и знамена- 
теля на 

«т ат (а,) сов ат (я,) Дят(а,) + «л аш(а,) со* ат(а 1 ) Дот(а,), 
ыаходпмъ 

ят от(а | -|- а а ) = 

«я дт(«,) со» ат{%^) Аотя(«,) -\- ид <яя(« д ) сов ат(а.,) Аот(а,) 

1 — А*. Х1п*пт /а,) »т г ат (а,) 

:тъ собою теорему сложешя 
иентарныхъ эллиптическлхъ и 
уже выведено въ начал* это- 

ф(ы) = 0, т. е. въ 

Ли 
)и корняхъ уравнешя а, а, а, 
и а.^ съ допущешемъ какъ прежде а, = 0, то корень преды- 
дущего уравнешя еоотв*тствующШ корню а 4 = будетъ 
г = со$ат&1 = \ или я = Дат а 4 = 1 сл*д. и для того и 
для другаго случая предыдущее уравнеше должно содержать 
множителя я 1 = I. 
Такъ какъ 

для я = со» ат(и). ... ( — I = (1 — я*) (А" + А*г*) 
. г = Доян» (т-)*= С* — 2 ') (*" — г *) 

то видимъ, что въ член* с% -т- упомянутый множитель дей- 
ствительно содержится, что же касается до первыхъ трехъ 
членовъ уравнешя ,то они должны следовательно преставлять- 
ся въ вид* 

я' + оя 1 + Ь = (я 5 — 1) (я' + т),- 
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следовательно уравнение <р(и) = представляется въ виде 

(Н8) (**_4)(** + т ) + сг ^ =0 , 

что для корней а й и а, въ случаяхъ г—соз ат(и) и х = Аат(и) 
приводится къ 

со8 ат(*Л 4- т + с . и , — ч = О 

виг а!и(оц) 

(149) е °* ат ^ + т + С т ™(«,) = ° 

41/1 яп ат(а 1 ) 

Д (Ш1(а в ) + т + с . =0. 

8Ш ат{а 2 ) 

Но если а 4 а 2 а 3 и а, суть корни уравнешя (148) при усло- 
вш а, 4-<* 2 4* а з = О и а 4 = 0, то помня, что членъ свобод- 
ный отъ переменнаго есть въ этомъ уравненш т, находимъ 
по общей теорш уравнеши 

сов а!и(а 1 + ««) = г~\ Г~\ » 

41 * соз ат(л 1 )со8 а*я(а 2 ) 

для случая % = со8 ат(и) , и 

Аат(а | + а 2 ) — 



Дат(а 1 ) Дат(а 2 ) 

для случая я = Дат(и), определяя изъ первой пары уравне- 
ний (149) величину 

т т 

, а изъ второй пары величину : - 

С08 ат <х й со8 ат а в г г Дата, Дата, 

и внося ихъ . значешя въ послЪдшя два выражешя, после 

преобразовашй подобныхъ темъ, которыя мы делали для 

8%п ат(а ± + а 2 ), находимъ 

« 

со8 ат(а 1 + а 2 ) = 

со8 сия(а 4 ) со* ат(а 2 ) — 8%п ат(а^8гп Д1и(а 2 ) Дат(а 1 ) Доуп(а д ) 

1 — А**т 2 ат(а 4 ) «п*ат(а 5 ) 



к* 
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Дат(а 4 ) Дс»»(а 2 ) — к*ят ат{а % )вт ат(а % )со8 ат(а % )ео8 ат(а 2 ) 

1 — А 2 5|'п 2 ат(а 1 ) ш» 3 а*п(а 2 ) * 

что представляетъ теорему сложешя для другихъ двухъ эле- 
ментарныхъ эллиптическихъ функц!Й. 

21. Не менее примечательно применеше выражешя (1.42) 
къ преобразованш интеграл овъ третьяго вида. 

Принимая въ первомъ изъ уравнешй (444)я= 1, видимъ, 
что Р есть функшя, зависящая только отъ квадрата перемен- 
наго, а Р й — функщя не содержащая переменнаго я, такъ что 

?(**) = зт*ат(и) + А 

*,(**) = в- 

Следовательно первая часть будетъ содержать какъ высшую 
третью степень переменнаго и следовательно будетъ иметь 
три корня а й , а 2 и а 3 , такъ что все уравнеше для случая 
п = \ представится въ виде 

ып ат(и) [$гп ат(и) + А] + » -г - 

_ Г Щи— а,) Н(м — а 2 ) Н(и — а 3 ) 
— ^ 0» 

при условш а, + а 2 + а 3 = 0; этому условш въ частномъ 
случае удовлетворимъ, полагая 

а 4 + а 2 = и а 3 = 0, 

если а 4 и а 2 суть корни предыдущаго уравнешя, то 

$%п ат адга» ат а 4 -}- А) + В -т ~ = 0, 

8%п ат а, (мпат а 2 -+- А) + В -г 1 =0, 

полагая а 4 = — а 2 = а и помня, что а 3 = 0, находимъ 
«.'«(.) +Ат«,(») + В. ^^ =С Н(^ а )Н(» +«)«(«) 
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такъ какъ при к = вторая часть обращается въ нудь, то и 
первая должна имЪть тоже свойство, что будетъ при В = 0; 
следовательно предыдущее уравнеше обращается въ 

• 1 / х . а • / N СН(и — а) Щи + а) Щи) 
вгп ат(и) + А вгп ат(и) = - ' ч ч — ^ — — ' 

полагая здЪсь и = а, находииъ 

вгп* от (а) + А вгп ат(а) = 0, 
откуда 

А = — вгп*ат{а) 9 

внося значеше этой постоянной въ предыдущее уравнеше, 
находимъ 

*.-. п т <.л ^„„ил *;»*п„Гп\} — с Н(и— а)Н(и+д)Н(ц) 

вгп ат(и) [вгп от (и) — вгп ат{а)\ •= с '•— ^ — г 

такъ какъ вгп ат(и) = —= . ттг{> то полагая С, = С. \/к, на- 
ходимъ изъ предыдущего по сокращеши на вгп ат(и) 

(150) вт ат[и) — вгп ат{а) = щ^- 

при и = это даетъ 



вгп г ат 



I Ч _ Г Н '(°) 



или 

* н *(в)_ г н*(Л г ®'(о) 

А" Ща)~ Ч &Щ' ° ТКуДа « ~ А.0*(а) ' 
внося эту величину постоянной въ уравнеше (150), находимъ 

пк1\ • I / N • • / ч 8 (О) Щ*+а) Н(к - о) 
(151) «««аш^) - «п'ат(а) = &в'(а)0'( Ц ) * 

но тождественно имЪемъ 

1 Н(« + «) Н(н - а) • / , ч • / ч 

7 7\7 — I — чТ»/ л = * т ат К и + а). $т ат(и— а), 

А 0(« 4* о) в(« — о) ч ' \ /' 

помня при этомъ, что 
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, . ч . , х яш*ат(и) — $гп*ат(а) 

$т ат(и 4- а) $т атш — а) = -: гз — V, — / ч . . — Ч-\ > 

к ' ч . ' 1 — к . вт ат(и) вт аща) 

изъ выражешя (151) имЪемъ 

\ — к\ вт*ат(и) вт*ат(а) = в « (м ) е »(а) ; 

взявъ логариемы обЪихъ частей, находимъ 

1д(1— к\вт*ат(и)вт*ат(а))==1д& г (0)+1д&(и^а)-\-1д&(и— о)— 

— 2 1д@(и) — 2 /^0(а), 

дифференцируя это относительно а, имЪемъ 

2А*. $тат(а) сов ат(а) Дяго(а) 8гп г ат(и) 
1 — А*. «т 2 ат(и) $м*ат(а) 

_ е'(ц _ а ) е'( м ± а) . о О'(<0 ' 
— (и — а) (« + а) + (а) ' 
иди 

2&*. *ш ат{а) сов ат(а) кат (а) 8т*ат(и) 

I — А*. вт*ат(а) вт*ат(и) 

Ид® (и — а) Л 1д®(и + а) &'(а) 

йи Ни <=>(«) 

умноживъ все на Ли и взявъ интегралъ, находимъ 

к*8Ш ат(а) сов ат (а) Дат (а) вгп^ат (и) Ли 0'(а) I 0(и — а) 

4— к 2 $т*ат(и)вт*ат(а) — и 0~^ + 2 9 @(и+а) 

это есть то выражеше функщи третьяго вида, которое на- 
шелъ Якоби. 

Этого находимъ достаточными чтобы показать какъ легко 
мнопя главныя предложешя теорш эллиптическихъ функщи 
выводятся изъ Абелевой теоремы. 

22. Въ заключеше мы разсмотримъ несколько подробнее 
функщи третьяго вида. Эллиптически интегралъ третьяго вида 

Л<% 



I 



I, 



(1 + п«т Ё 9)А9 
О 



при 



1 
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I -г^ = и и и = — Л 1 $т*ат(а), 

какъ мы видели, обращается въ 

? 

(1 + п вгпг^) Дер Пат (а) ч ' 

О 

где а называется угловымъ параметромъ. 

Всё возможныя изменешя п отъ — со до 4~ °° можно пред- 
ставить себе какъ происходяпця въ такихъ четырехъ про- 
межуткахъ 

п изменяется отъ до — к* 

п р » — Л 2 до — 1 

п » » — 1 до — оо 

п » » до 4* <х> 

Для перваго промежутка всё значешя п могутъ заключать- 
ся въ форм* п= — Л 2 . 8т*ат(а), которая при а=0 и а=К 
даетъ предельныя величины п для этого промежутка, т. е. 
п = О и п = — А 2 , ибо 81П ат(0) = и 8гп ат(К) = 1 . Для 
втораго промежутка измЪнешя п заключаются въ пределахъ 
— Л 2 и — 1, но такъ какъ ни какая действительная величи- 
на а не можетъ обратить п въ — 1 , то заключаемъ, что для 
этого промежутка значешя а нужно искать въ какой нибудь 
мнимой форм* и не трудно удостовериться, что оба предала 
этого промежутка могутъ быть представлены мнимою фор- 
мою такого вида <н + К, и самый параметръ для всего проме- 
жутка будетъ представляться формою я= — к*.81п*ат(аг-{-1&), 
если только зд*сь а будетъ изменяться отъ а=0 до а=К', 
т. е. будетъ возрастать отъ нуля до К'. Въ самомъ деле 
при а = О, п = — к 1 . 8т* ат К = — Л 2 и получается первый 

пределъ промежутка; при а = К', п = — Л 2 . $т 2 а/и(К + *К/), но 

1 
первое изъ уравнений (15) при и=К даетъ 8т ат(К-\-гК') = т 

след. я= — 1, такимъ образомъ представляется второй пределъ 
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П(м,« + Л') = 
034) 

и,а) + и . со(д ат(а) Дат(а) + - 1д I — ) — - — ^ , 

9 уп * ч ' ч у 2 * [«лат(а + 1«^ 

такимъ образомъ видимъ, что функщи перваго и третьяго 
класса зависятъ одна отъ другой, а следовательно могутъ 
быть приведены одна къ другой. 

Чтобы показать зависимость между фунвд'ями 2-го и 4-го 
класса, поставимъ въ выражеше (98) а+К на мЪсто а, тогда 

п,.,. + Ч = Л(. + ч + |*,|Й=2=^. 

но уравнеше (123') и третье изъ уравнетй (86) даютъ 

2(а+К)=-^ , "^ ( ° ) ГГ ОТ(а) + 2(«) 
4 Дат (а) 

1 
0(а=т=и-{-К)= — =Дат(а=*=1«)0(а=*=1*), 

у/А' 
поэтому 

П(и,а + К)=— и * , ч — ^-' + и2(а) + 

Дат(а) 

,1. Дат (а — м) 1 0(м~-а) 
+ 2 5 Дат(а+«) + 2^0(и + а) ' 

или 

П(11,а+К)= 
(134) 

„. ч А . $тат(а)со$ат(а) , 1 , Дат (о — и) 

4 ' Дат(а) ' 2 *Дат(а+и) 

написавъ здесь аг вместо а, получимъ 

П(и,а1+К) = 
(135) 

„. . ч ик . 8тат(аг)со$ат(а{) , 1 , Дат (а» — и) 

П <"» Ш >- д1(аО + 1 ** Аат(«,+и) « 

но по третьему изъ уравненШ (24) 
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Дат(а* — и) 

Дат(а1 + «) 

А ат (аг) Д ат (и) + к* 8 гп ат (аг) соя ат (аг) *т ат (и) со$ ат (и) 
А ат (аг) Д ат (и) — к*8гп ат (аг) со8 ат(аг) 8%п ат (и) со8 ат (и) ' 

обращая же внимаше на уравнешя (4), отсюда имЪемъ 

кат(аг — и) 

Дят(а1 + и) 

&вт(а,к')кат(и)-{-гк*{апдат(а,к')8тат(и)со8ат(и) 
Д ат (а, А') Д ат (к) — *А 2 *0 ат (а, Л') «я ат (м)со* ат (и) 

ДалЪе такъ какъ 

то получимъ 

4 , Дат (7а — и) {кЧаат(а,к , )8гпат(%г)со8ат(%г)\ 

2 *Дат(1а + ю) [^ Дат(а,А )Дат(к) ^ 

также по уравнению (4) имЪемъ 

А 2 $тат(а1)со$лт(а|) 2 ^а^^дат(а,к') 

Д ат (аг) Д ат (а, к') 



полагая для краткости 



А 2 . 1д ат(а,к') д 

Дат (а, А') 



*) Известно, что 



е* а = со* а -*- » ля а; е~" * а = со* а — * *ш а 

следовательно 

1*а = 1д [со* а -+- I «л а] ; — мв = /# [со* а — I пп а], 

вычитая второе изъ перваго, ивгвемъ 

л . , еоя а -+- I «"я а 

2аа = /оо — — , пусть сом а =» х\ мгп а = у, 

со« а — 4 ля а ' . 



тогда 



V 1 ЛР -#- 1Я ' 1/ 

а = аг^ . Го -, следовательно -^ 1д * *= вгс ,1д—. 

х 2| х — гу х 



— но — 

I 

находимъ 

4 . Д г/т (ш — и) Г . *т ат(и) соз ат(иУ] 

« 1°9 -7 г- — ; — г = гаге. 1д\А : , ч 1 

2 * Ьат{га + и) * [ Даш (к) ^ 

Л*. $%п ат(аг) ео$ ат{а%) .. 

Да/п(ш) ' 

внося это въ (135), имеемъ 

Ш(и,ш + К) = 
(136) 

ТТ Г • N . А , Г А * 1П а9П (*) С0 * ат ( и У\ 

ги (м,1а) + Аи — аге . 1д I А А , ч — I . 

4 ' ' * [_ Ьат(и) ^ 

Этимъ уравнешемъ представляется связь между функщями 
втораго и четвертаго класса, и такимъ образомъ функщи од- 
ного класса приводятся къ функщямъ другаго. Отсюда за- 
ключаема что всё функщи третьяго вида съ действитель- 
нымъ параметромъ приводятся собственно къ двумъ классамъ 
первому и второму, а такъ какъ въ первомъ классе пара- 
метръ п изменяется отъ до — &*, а во второмъ отъ — А* 
до — 1, то следовательно все функцш третьяго вида съдей- 
ствительнымъ параметромъ приводятся къ функщямъ съ от- 
рицательнымъ параметромъ, заключающимся между и — 1. 
Функцш третьяго вида съ мнимыми параметрами также мо- 
гутъ быть приведены къ функщямъ этихъ двухъ классовъ. 
Для доказательства этого употребимъ такой путь: 
Уравнеше (98) после подстановки а -+- К на место а даетъ 

написавъ здесь аг и ш вместо а и и, имеемъ 

ТТ/ • • I ГГ\ . я/ . , т , 1 . 0(о1 — ш + К) 

Д (ш.аг + К) = ш Цаг + К) + щ Юд ^ + . ц + ^ , 
но по уравнешямъ (123) и (121') им-Ьемъ 

ш2(.а + К)=^+1«2(а + К',*) 



— ш — 

Орд — ж + К) _ 1 /Г 4КК' в(д — и + К'.А') 
0(0) — У А'* в (О, А') 

(,д-)- ,*_|- К) _ х /к —ЩГ е(о + и+К.',к') 
0(0) У к' е в(0,А') 

поэтому 

«ко 
0(»а — щ+К) _ — кк7 в(а — ц + К',^) 

0(|а + ш + К) — * 0(а + «+К',А') ' 

Щш.ю + К) = 
(137) 

«2(а + К',*') + 2% в^ + и + Г^) " ^ + ' П 

следовательно функщя третьяго вида съ мнимыйъ аргумен- 
томъ амплитуды и параметра можетъ быть заменена функ- 
ц\ею съ действительными аргументами по дополнительному 
модулю. 

Переменивъ здесь а на — ш, находимъ 

(138) П (ж,а + К) = Щи, — и» + К',Л') = — Щи.ш + К'Ж)/ 

Если разсмотримъ функщю П(к + «>, а + й), где аргументъ 
параметра й аргументъ амплитуды суть катя нибудь действи- 
тельный или мнимыя количества, то увидимъ, что по форму- 
ле (1 09) сложешя аргументовъ амплитуды эта функщя приво- 
дится къ двумъ 

Ц(м, а 4-й), П(«>, а + й), 

а по формуле (111) для сложешя аргументовъ параметра, 
первая изъ этихъ приводится къ 

Щк,а), Щи, А), 
а вторая къ 

П(п?,а), П(й?,Л). 

Съ помощ1ю выражешя ( 1 34) эти четыре функцш заменяются 
такими 
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П(и,а + К), П(и,й + К), П(й>,а + К), П(и>,й+К), 
а по выражешямъ (137) и (138) имФемъ 

П(й>, а + К) = — ЩгмЪ + К', А') 
П(й>,й + К) = П(1>,6 + К 'Ж)- 

Следовательно предыдущая четыре функцш иди, что все рав- 
но, функщя П(и-\-к\ а-\-гЬ) приводится кътакимъ четыремъ: 

П(и,а + К), П(«,6 + К',А')- Щи,й + К), П (гма + К\&') 

первыя две относятся къ первому классу функщй съ дей- 
ствительными параметрами, а остальныя две ко второму. От- 
сюда заключаем?», что функщй третьяго вида съ мнимыми пара- 
метрами приводятся въ темъ же двумъ классамъ функщй 
третьяго вида съ действительными параметрами, которые мы 
разсмотрелич 

Эллиптичесше интегралы третьяго вида, смотря потому, от- 
носятся ли они къ первому и третьему классу или ко второму 
и четвертому, Лежандръ называетъ различными именами. 

Такъ,какъ интегралы перваго и третьяго класса связаны 
уравнешемъ (134), которое содержитъ логариемичесшй члецъ, 
то интегралы перваго и третьяго класса онъ называетъ инте- 
гралами, съ параметромъ логариемическимъ (ш1е§га1ез а рага- 
гайгез 1о§апШт1дие); интегралы же втораго и четвертаго 
класса связаны между собою уравнешемъ (136), которое со- 
держитъ членъ зависящей отъ круговой функцш, а потому 
Лежандръ называетъ интегралы втораго и четвертаго класса 
интегралами съ параметромъ круговымъ (ш!е$га1е8 а рагате(ге 
С1гси1а1ге) *. 

23. Въ приложеши теорш эллиптическихъ функций часто 
встречаются интегралы, которые подобны Якоб1евой функцш 
третьяго вида и посредствомъ простыхъ преобразован^ при- 
водятся въ зависимость отъ функщй в. Якоби въ своемъ 



*) Ье$еп(1ге. Тгакё йез Гопс1юп8 е1Ир11яивз. у. III, р. 438. 
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превосходномъ мемуар* «8иг 1а гоШюп (Тип согрз» *) даетъ ц*- 
лый рядъ такихъ интеграловъ и выражаетъ ихъ по функцш О. 

Происхождеше этого ряда интеграловъ и преобразовало 
ихъ по функцш можно представить такимъ образомъ. 

Седьмое, восьмое и девятое изъ уравнешЁ стр. 25 и 26 
поел* замены V чрезъ аг представляются въ вид* 

, . .ч . , .ч 8т*ат(и) — 8гп*ат(аг) 

згпатш + агшп ат(и — 01)=- г^ — У-1 — , .. . « — ~т 

7 ч 1 — к.81пат(а1)81пат(и) 

, , ч , , ч со8*ат (и) — 8%п 1 ат (ад) к*ат(и) 

со$ат(и 4- аг)со8атп [и — аг) = — : ;/ . . — / * Л -~ 

7 * ' 1 — к . 8%п ат(аг)81П 1 ат (и) 

А / , п А / .ч А*ат(и) — А 2 .8т*ат(аг)со8*ат(и) 

Дот (и + «) Лат(и— аг) = ч ; а . , \ / — * ч ' , 

1 — к 8%п ат(аг)8гп ат(и) 

» 

уравнение (104) при той же замФнЪ а чрезъ ад даетъ 

@-*(аг)&(и — аг)@(и + ад) = 
(139) ' 

0- 2 (О)0 2 (м)[1 — А 8 .5ш 2 ат(ад>т 2 ат(1|)], 

умноживъ это ургвнеше на каждое изъ трехъ предыдущихъ, 
получимъ 

0'~~ 2 (аг) (и — ад) &(и + «0 «я а1я(и -[- ад*) мл ат(и — аг) = 

0"~ 2 (0) 2 (м) [8гп*ат (и) — 8гп*ат (аг)] ; 

0~ 2 (аг) &(и — ад) (и + аг) со$ ат (и + ш)со$ ат (и — ад)= 
(140) 

0"" 2 (0) 2 (и) [со8*ат (и) — зт*ат (ад) Д 2 ат (и)] ; 

0~~ 2 (аг) &(и — аг) (и + <и ) Д ат (и + а*) А ат (и — <п) = 

0- 2 (0) 2 (и) [Д 2 ат( л) — к*8т*ат (аг) соз'ат (и)] , 

но по первому изъ уравнешй (86) 

1 
«т ат (аг + и) . (аг + и) =-т= Н (и + аг) 

(««) 4 

5т ат (и — а*) (и — аг) = — -=. Н(и — аг), 

у к 



*) С. 6. I. ^соЫ. ОризсЫа та1Ьета11са. V. II, р& 139 — 196 
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поставимъ въ два посх&днЫ изъ уравненШ (86) вместо и ве- 
личину и — 2К, тогда 

НО 

со$ ат (и — 2К) = — сов ат(и); Дот (и — 2К) = Дат (и) 

и кроме того 

(и— 2К)=0 (и); 0(и— К)=0(К~1«); Н(и— К)=— Н(К— и), 

следовательно 

пусть Н(К — и) = Н 4 (и); 0(К — и) = 4 (к), тогда 

написавъ здесь вместо и последовательно и + аг 'и и — аг, 
вмеемъ 



со*ат 



(и + ш)0(« + а,") = ^г 11 . (" + «О 



(142) со* ат(и — <и)0(« — а») = V ^-НДи — 



0|) 



Д ат(и -}- аг)® (и + <и) = у^ &' 4 (и + «•) 

(143) Д ат(и— а*)0 (и — а*) = у/А 7 ©, (* — аг). 

Вставляя отдельныя произведешя уравиешй(141) (142) и (143) 
въ уравнешя (140) и присоединяя къ полученнымъ уравне- 
ншмъ уравнешя (139), имеемъ такую систему 
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0- * (аг) (« + аг) ©(и — аг) = 

0-' (0) 0» (н) [1 — А', вт от (аг) $т*ат(и)] 

©-*(«*) Н(м + в») Н (м — аг) = 

А0 _, (О) 0' (и)[»гп*ат(и) — $гп*ат(аг)] 

&-* (аг) Н, (и + аг) Н, (« — аг) = 

(Н4) |>®~Ч°) ®*(«)[со**ат(«)— »гп*ат(аг) А*ат(и)] 



4 



0~*(а») 0< (и + в|) (« — ю) = 
р- _| (0) 0* (и)[Ь?ат (и) — к*пп*ат (аг) со$*ат (и)] . 
Простыыъ дифференцировашемъ легко убедиться, что 
Л 



• 0(и + «Л 

у е(»- ор] _</[/? 0(« 



+ 01) (К — О!)] 



с/и 






|_ у Н(ц — м)] _ 

Г Н/и+ар -1 
ГН < (и-а,)] ^ <%Н >4- «О Н,(н - а.)] 

1 9 Ъ 1 (ч—а1)\_а[1д@ % (ч 



4- аг") 0/м — аг")] 



Ли 



а-(аг) 



поиноживъ об* части важдаго изъ этихъ выражешй на ^-. и 



2» 



придавъ къ об*имъ частямъ каждаго изъ полученныхъ урав- 

<Нд@(аг) 
нен1й по — . , находимъ 



Ла 



аЧд®(аг) 
йа 



+ 



К |^ у 0(« — аг)] 



21 Ни 

1 Л 1д[®~*(аг) (и + аг) ®(и — аг)] 

2 На 

10 



ГЩ- + »)] 



Ли 
1 аЧо[0-' (<■■') Н(и + т) Н(и - II)] 



Г Н, («+-Я 

<;а(ш) I а [' г н,(»- .)] 



4 

до 



1 л /»[в-'(т) Н, (« + ар Н, (к - 

2 ((а 



„Г, '■>,(» + -Т 1 

■»оЫ(ш) 1 [ у и,(« — д ,-)| 



< д- ;;[а~'(ш) о, (и + ш) я, о — и» 

2 <1а . 



отсюда, обращая внимаше на уран 

а»м , < |>(»-м)| _< 

оа " Г К а» 2 

.Г, НН-оО] 
«Ч?в(аО ( 1 '1 >('— 'О.! -* 

Ла "•" 0,' А. о „ 



(1*5) 



Г Н,(« + .0 -1 
<о6(ш) 1 Ч г Н,(» -"■•)! _ 



.(о 



, , , . А «П*ЯЯ1 (в|) 

2сов*ат(и) — пя'ая>(а|) Д > оти(м) 
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Л 1д в ( в |) 



1 Т 9 ёД^)] 



Ла 2* Аи 

А &т*ат (аг) 



к .соз ат(и) 



Аа 



2 Д*а1и(м) — к**гп*ат{аг) С08*ат(и) 
поставивъ въ выражешяхъ (3) аг вместо и, находимъ 

А&1П*ат(аг) . . . 
■ ' = 2| «я ат(аг) со* ат(аг) &ат(аг), 

Аа х ' ч 

внеся это въ предыдуиуя выражения, умноживъ ихъ на Аи, 
интегрируя по и и положивъ 

1 . . 

т = - мл вт(аг) соз ат (аг) Дат (аг), 

подучимъ 

/тк*8гп г ат (и) . Л* ^[(7^( а< )] * / <")(*+ «О 

1 — к*8№*ат(аг) 8гп*ат(и) йа 2« 0(и — ае) 

т . (/и <*[/0©Ои)] * / Н(и + о|) 

8т 2 ат(и) — 8гп % ат [аг) йа 21 ^ Н(и — а*) 

(146) 






гоД*аги(ц) . Аи А[1д@(аг)] 1 . Е { (м-{-аг) 

со8*ат(и) — 8гп*ат(аг)к*ат(и) Аа 21 НДи — аг) 

■ 

тк*со8 ч ат(и)Аи __ й Г 1д®(аг)] л 1 . ( ы \{н+аг) 

№ат (и) — &*. 8т 9 ат (аг) со8*ат (и) Аа 2* (=>, (и — а») 

эти четыре интеграла и сдужатъ источникомъ той таблицы 
функцШ третьяго вида, которую приводить Якоби въ своемъ 
мемуарЪ виг 1а гоШюп (Тип согрв. 

Мы видели, что 

5171 ат (и) = 

-А- Н (") / ч 1/А 7 Н/И) А , , ,Т7 «,(«) 

у/ А и(и)' ч ' т А- ^(«) х ' * &(и)' 

10* 
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откуда 

, . Н(а*) хтат(аг) Н,(в|) ,со$ат(аг) 

Л *9 гл/ -\ <* 1 Л '9' г\/ -ч " з 

* 0(а#) йа *0(а1) Ла 

Ла 8т ат(аг) ' Ла сов ат («и) 

(147) 

» 1 9 , л , -ч « ^ 

0(а*) (/а 



Ла Д ат(аг') 

Мы видели, что 

^ яя аш (с») . . . . ч ... 
^= I Д ат(г?!) сое ат(а1), 

подобнымъ же образомъ изъ уравнешй (3), находимъ 

'Л . С08ат(аг) . . , 

-= — — ' = — 1вт ат{а%) Дат (а*) 

йДат(а*) -м - / -ч , . ч 
-г- 1 — = — I к . 8т ат(а%) со 8 ат{аг) 

внося это въ уравнешй (147), умноживъ полученныя выра 
жешя на Ли и интегрируя, получимъ 

у в(а|) Гсо8 ат{а%) Д ат (аг) 

аа ^ 1 8\п ат(ах) 

, . . оч (<и) Г 1 * ,я <ип ( а ^ «я (а) _, 
(148) —^-^.|| = 1 ч 7 ч ' . Ли 

Ла 3 со8ат\аг) 

л/ ®. («О 

у (аЛ /V А**т ат (а* ) со* ат(аг) 

л и = л , .ч — . Ли, 

Ла ^ Дат (ш) 

складывая первое изъ уравнешй (148) по очередно съ каж- 
дымъ изъ уравнешй (147), получимъ 



— 1 



/ 



I Шд ат(аг) А ат(аг) Ли 

1 — к*. *т*ат(аг) $гп*ат(и) 



(149) 



Л1дй(аг) 1 8(11 + 01) 

Ла ^ Ь 9 в(и — аг) 

^1 со!д ат(аг) А ат(аг) $гп*ат (и) Ли 
8гп*ат(и) — 8Ш*ат(аг) 

Л1дЕ(аг) I Н(н-Ь«») 

Ла ~ Г 21 ' 9 Щи — аг) 

/г со1д ат (аг) А ат (аг) со$*ат (и)' Ли 
со$*ат(и) — $т*ат(а%) А*ат(и) 



Л1дЕ( аг) \ Щи+аг) 

Гв7'У 



X 



Ла ' 2» *ЕАы—'ам) 

I со/</ ат(аг) А ат (о|) Д 2 шя(и) йи 

Д 2 (ш*(и) — А*. 81П*ат(т) со**ат(и) 

<*/дН(«») 4 0> + аО 
<*а "г 2* * ©.(и — а*) ' 

складывая второе изъ уравнешй (148) поочередно съ каж- 
дыми изъ уравнешй (14-7), находимъ 

% 1д ат (аг) А ат(аг) А*ат(и) . Ли 



!'- 



|[1 — к*$гп 1 ат(аг)8т г ат(и)] 



Л1дЪ.(аг) , 1 , 0(м + ш) 



(150) 



йа ' 2* "0(н- аг) 

^(д ат(аг) А ат(а|) со$ г ат(и) . */и 
• [$т*ат (и) — $т*ат (аг)] 

<*/<уН,(а«) ^ , н(« + «. ) 

Ла 21 '* Н (« — м) 

ГЛ*. /у ат (аг) А ат(а|) *т 2 оя»(и) Ли 

} I [со**ат(«) — &т*ат(т) А*ат (и)] 

<%Н>) 1 Н,(« + ш) 



/< 



йа 2* *Н,(« — а») 

&'*ф от(в|) А ат(аг) Ли 



* [А'ат(и) — А , «|» 1 <т» (<н) со«*ат(и)] 

.. ва ~ 1 ~ 2» М^н-в»')' 
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наконецъ сложеше послЪдняго изъ уравнешй (148) пооче- 
редно съ каждымъ изъ (147) даегь 

А*. $гп ат (аг) со* ат (аг) сох % ат (и) йи 

I Д ат(аг) [1 — А*. *т*ат(аг) $т*ат(и)] 



/» 



Л 



Л1дв,(аг) 4 . в(» + «) 

<*а ~ Г 2| У 0(и — <м) 

<т аш(а|) сое ат(а|) Д*ат(«) . <2и 

I* Л ат (аг) [$т2ат (и) — »т*ат (аг)] 



<Идв,(а1) 1 Н(и + а«) 

<*« 21 *Н(и— ш) 



Л 



А'**т аго («") со* ат (<и) Ли 



(151) ^ I Д ат (аг ) [со**ат (к) — *гп*ат (аг) Ь*ат (и)] 



/, 



<*а 21^(1*— «О 

А 2 . А' 8 *1Я ат(а}) с о* дт(ш) $1*и*ат(ц) с?м 

I Д ат (аг) [Д*а/л (и) — к*$гп*ат (аг) со$*ат (и)] 

Л1д®,(аг) 1 , 0,(и4-<") 



йа 2* 0,(и — аг) 

* 

Всё шестнадцать интеграловъ, заключающееся въ выражешяхъ 
(146), (149), (150), (151), иргутъ быть приведены въ зави- 
симость отъ одной функцш и ея видоизм'Ёнешя 4 . 

Если положимъ а = К' — а\ то 

/ Н0а + Ц) _ 7 Н(|У— «У+м) 
9 Н (ю — и) ? Н (*К'— ю'— и) ' 

но поставивъ въ уравнеши (129) на мЪсто и последователь- 
но величины и — га' и — и — га', получимъ 

тс (К'— 2 ж — 2а') 
Н (гК'— ш'4- и) = ге 4К (* — га') 

п (К'— 2*ц — 20^ 
Н (г К' — га '— м) = и 4К (и + га) , 



а потому 
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следовательно 

Н (>К — ш'+ и) _ -^ 0(ц — га') 
Н (Л'— га'— и)~ е (и + га) ' 

. Н (га + и) ъги . (и — га) 

9 И (га — и) ~ ~ Т + ^0 (* + "*' ) ' 
откуда наконецъ 

Мм\ 1 0(и~ю') . 1 , Н(ш — «) _1ш 
(1ав) 21 ^0 (« + ю') + К '* Н (ю + и) - 2К" 

Подобнымъ образомъ, полагая а = К' — а', имеемъ 

Н| (Ц + ю) _ Н, (м + гК' — м') 
Н, (и — ю) — Н й (и — ИГ + ш') ' 

но написавъ въ выражеши (129) К — и вместо м, илгЁемъ 

*[К'--2а(К— ц)] 

(а) Н 1 (и + Л')=й * К 0», 

если подъ знаками функцШ Н 4 и 0, поставимъ и — а'г вме- 
сто и, то въ показателе придется поставить и — а г вме- 
сто К — к 9 ибо и подъ знаками функгцй соответствуете К — м 
въ показателе. Итакъ 

7г[К'— Щи— аЧ)] 
Н, (и + Ж'— а'г) = ге 4К (и - ю'), 

выражеше ((7) можно представить въ виде 

«[К'— «(К— «)] 
_ Н 4 (— к - | К') = ге 4К 4 (и) , 

написавъ здесь — и — а г вместо и, имеемъ 

*[К'— Щ— и— а'г)\ 
— Н, (и — Ж'+ а'г) = ге * К 0, (и + <и) , 

следовательно 

Н < (ц + ш) К" ©«(« — «О 

НДи — га)~~ ~ * 4 (и + га) 
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откуда 

. НДи — па) . . 0! (и — га') теш 

9 Я 1 (и + га) + ' в й (м + ш') ~~ К ' 

следовательно 

мк*\ Ч ; в«(« — »Р . 1 Н й (ц — |'а) 7ги 
< 10 ^ К 1 * й (а + ш')" 1 " 2* ^(и + .а) 2К ' 

Подобнымъ образомъ можно найти соотношешя между функ- 
циями и Н, 4 и Н § не содержащими аргумента амплиту- 
ды. Въ самомъ дел*, поставивъ въ выражеши (129) величи- 
ну — га на место м, имеемъ 

п(К'— 2а') 
ЩЖ' — IV) = ге 4К 0(ш') 

но такъ какъ К' — а' = а, то 

тт (К* — 2а') 
Щга') = ге 4К 0(м,'), 



откуда 



1д Н(«1) = 1дг + *(*' 2а '> =/ у 0(«,'), 



4К 



<Уд Н(ю) и_ Шд@^) 

но Да' = — 4а, следовательно 

наконецъ, поставивъ въ выражеши (а) величину — ш' на ме- 
сто к, находимъ 

1 г(К'— 2а') 
Н й (01) = 1е « б^аТ), 

и отсюда совершенно подобно предыдущему имеемъ 
(155) Ла + 4* "М- 
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Съ помощш выражешй (152), (153), (154), (155) вс* упо- 
мянутые шестнадцать интеграловъ приводятся въ зависи- 
мость только отъ функщй 0и0,, Въ самомъ д-ёл* замЪ- 
тивъ, что въ выражешяхъ (154) и (155) можно переставлять 
буквы а' и а, приведемъ упомянутые интегралы къ виду 

/ к*. вгп ат (аг) сов ат (аг) А ат (аг) 8гп*ат (и) Ли 
I [1 — А*. вгп*ат (аг) вгп*ат(и)\ 



Л1д @(га) 



и 



1 1„ & ( Ы + * а 
7: 1 9 



Ла 2г * 0(и — га 

Свгп ат (Ы) сов ат (ом) А ат (аг) Ли 



I [вгп*ат (и) — вгп*ат (аг)] 

Л1д Н(|У) 
Ла' 



, 1 . 0(« + 1*а' 



2* * &(и — га 

/вгп ат [аг) сов ат (аг) А ат (аг) Д'ая* [и) Ли 
• [сов*ат (и) — вт*ат (га) Д'ат (и)] 

<%Н(«У) 1 е^к-ч У 
йа' 2» у 0, (и + га' 

'к*. $гп ат (аг) со» ат (аг) А ат (аг) со8 г ат (и) йи 

» [Д'ат (и) — к*. $гп*ат (аг) ео$*ат (и)] 

аЧ д 0(1а) 1 ,©,(« — «о 



/ 



</а 



2| *©,(* + ««" 



I 



I . Шд ат (аг) А ат (аг) Ли 
1 — к*вгп*ат (аг) вт*ат (и) 

Л1д Н (га) 



Ла 



и + Б} 1 9 



2| * 0(ц — & 



/г Шд ат (аг) А ат (аг) вт г ат (и) Ли 
вт*ат (и) — * вгп*ат (аг) 



Л1д®(га') 
Ла' 



1_ 0(и + ,а' 



2» '©(м — га' 
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/< со1д ат (а*) А ат (аО) ш*ат (и) Ни 
с<>8*ат (и) — «т*ат («») Д*ат (и) 



<%0(|а') , 1 , ©.(« — и') 



&а' 

^^со^д ат (<и) Д ат (т) А'аст (и) . Ли 
Д*ат (и) — А*. 91П*ат(а1)со8*ат (и) 



2Г 9Г е | (« + ю') 



<*о 21 ? й (м + |'о) 



(" 1д ат (»'а) Д ост («а) А*ат (ц) оЧ* 

^ » [1 — А*. «п*вя»(|'а;в»» 8 ая» («)] 

<%Н,( а |) , 1 , в(« + м) 
йа ~ Г 2| * 0(« — ю) 



/1д ат (ах) Д от (а») соя г ат (и) л"и 
»' [зт'ат (и) — $т*ат (а»)] 

%0 < ( о , О 

0*0' 



1 0(« + о'О 
М + 2* ^0(« — о'О 



^А'* (д ат (а») Д ат (а») $т*ат (м) а*» 
» [со$*ат (и) — вт*ат (вг) Д*вт(«)] 



ав' 2* *©,(« + «V) 



X 



А /<у ат (а|) Д ат (а*) йи 



• [Д*ат (и) — Л 2 . зт г вт (аг) соз*ат (и)] 



аа 2* * 0,(и -)- а») 



/А*. *»« «та (а») сов от (а») со« 5 ат (м) ^м 
I Д ат (аг) [4 — А*. »гп*ат (в|) вт*ат (и)] 

«% ®»И ц , < /а в(и + аО 
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^$гп ат (аг) сов ат (аг) Д*ат (и) Ли 
I Л ат (аг) [$га*ат (и) — 8м*ат (аг)] 



Л 



аа' Ч "*" 2* 1д 0(« - о'|) 
А"*т ат (а«) сое ат (а|) Ли 



I Д ат (а*) [со$*ат (и) — ;«т*ат (а») Д*ат (м)] 



/, 



^ 7 Н,(а , 1 0,(ц-сУ) 

аЪ' 2» ? 0Ди — аУ) 

к*к'*гт ат (аг) со9 ат (аг) зт'ат (и) о{н 



I Д ат (а») [ Д'ат (и) — А*. ап*ат (аг) со»*ат (и)] 

е%0,(а*) ' 1 0/и-^) 

йа 2* * й (* + <»)• 

Такъ какъ указатель при знакахъ функщй О и Н соответ- 
ствуетъ перемене и на К — и, такъ что 

4 (и + «) = 0(К + аг — и) 
Н, (и + аг) = Н(К + а* — и), 

то заключаемъ, что всё интегралы, зависягще отъ функщй 
Н, (и + аг) и 0<(и + «*), имеютъ аргумвнтомъ параметра ве- 
личину аг + К и следовательно суть функщй съ параметромъ 
круговымъ. Напротивъ интегралы, зависните отъ функщй 
Щи -|- аг) и 0(м -+- аг), имеютъ аргументомъ параметра вели- 
чину аг и следовательно после перемены аг на а мы полу- 
чи мъ изъ нихъ функщй съ параметромъ логариемическимъ. 
Итакъ переменяя въ двухъ первыхъ интегралахъ группъ, 
(146), (149), (150), (151) величину аг на а, получимъ сле- 
дующ1е интегралы съ параметромъ логариемическимъ, выра- 
жаюицеся по функщямъ и Н. 

7с*. втат (а) созат (а) Дат (а)*гп г ат (и)йи 



Г- 



{ — к*. $гп*ат (а) $т*ат (и) 

аЧд 0(а) 1 0(и + «) 

Ла и 2 9 0(и — а) 



X 
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со1д ат (а) Л ат (а) Ли 
1 — к*. $т* ат (а) ягп % ат (и) 



Н1д Н(а) 1 0(и + а) 

На 2 * 0(и — а) 

^1д ат (а) Д ат (а) Д* ат (и) Ни 
1 — к*. $гп*ат (а) *т*ат (и) 

<%Н,(о) ц 1. 0(« + а) 
<^а 2 У 0(а — о) 

^ &*. <т оот (о) со* ат (а) со<*ая1 (и) Ни 
Дат (а) [I — к*.$т*ат(а)$т*вт (и)] 

<й8уе,(о) 1 е(« + о) 

На "•" 2 9 &(и — а) 

^вт ат(а) сов ат(а) Аат(а) . Ни * 

»т г ат (а) — $т*ат (и) 

<%®(в) „ , 1, Н(а + *) 
йа ^«^Що — и) 

/Ыа ат (а) А ат (а) «*п*ат (и) аЧ* 
$*п*ат (а) — »т г ат (и) 

<%Н(а) 1 Н(а + «) 

# а"а " + 2' г Н(в-«) 

/1д ат (а) Л ат (а) со»*ат (и) Ни 
вм»*ат (а) — $т*ат (и) ~~ 

%Н,(а) 1 Н(« + а) 

аа "*"» у Н(а — «) 

/*т ат (а) со» ат (а) Д*ат (и) Л* 
Д ат (а) [$т*агп) — $т*ат (и)] 

Д^,И Ц , 1| Н(«ТД) 
Да " 1 "! , Н(в-«) 

Выражешямъ интеграловъ этихъ таблицъ Якоби справед- 
ливо приписываетъ большую важность, и говорить «И рагаИ 
дие ГопроиггаК ее равзег епЦёгетеп* (Типе поШюп рагИ- 
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сиНёге с1е& т1е§га1е8 еШрияиез (Зе 1а 1го181ёте езрёсе. Ьеигз 
уа1еиг8, еп еЯГе*, ехрптёез раг 1ез Гопс1юп8 0, 8оп(; аззех 81т- 
р1ев раиг еп1гег еИев-тётев <1ап8 1е са1си1 е1 вапз 8е сасЬег 
воив ипе поШюп 1адие11е не ваигаИ теИге еп ёук1епсе ш 1еиг 
па!иге ЬвагШшисрте ш 1а На180П шйте еп1ге 1еиг аг^итеп! 
еХ се1ш би рагатё!ге ш, епЯп, 1еиг дёсотровЖоп еп (1еих 
рагИез Типе ргорогйопеПе а 1еиг аг§итеп( е! Гаи1ге репо- 
сНдие»*). 

24. Намъ остается показать еще разложеше въ ряды функ- 
щй 1д ®(и) и 1дЩи). Для этого взявъ логарпемы выражешй 
и (89), имЪемъ. 

1д 0(ц) = 1д Щ4 — я* н ) + Ыд (1 — Ц* н -*со* 2х + ? 4А ) 

1дЩи)=1д(^\/ф([ — д * н )) + 1д 8 шх + Ъ1д(\ — ? * л со*2;г + ^ А ) 
или 

1д&(и) = пост. + Ъ1д (1 — Ч 1 ~ к е их ) + Щ (1 — д 1 *-**- 1 '*) 

1дЩи)= пост. +1д$гпх + Щ({— Ч * к е г{х )+Ъ1д({— 4 %н е- их ) 9 

но такъ какъ вообще 

то 

/л (к л »Л А* л \ л *Л Мх I л «Л Мх 1 л вЛ Мх 

1д{1—д е ) = — у е —$9 * —%9 * — ••• 

/^(1 _^ 5Л — ' е * 1а? )== — д*-*е и *— 1 ? 4Л ~ в е 41Л _ *д«*-» е « в - 

^ о 



• • • 






следовательно 



•) 1асоЫ. 8иг 1а гоШюп <Гип согра. 
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/(,(1 - ?' А <"*) + /</(! - 9 * А е-*") = 



2 2 

— ^ н соз 2х — з $ 4 *<ю* 4а; — - у бЛс?0 « 6а? — . . . 

следовательно 

ад(1 - }•*- е"'*) + /?(1 - 9 2А - е-" х )] = 

— 2(д +9 3 + 9* + ...)со»2х 

— 2^' + ?• + ?'• + ....)«•»** 



ОД (1 - 9* А * ,|в ) + 1д(1- ? 4А е- 44 *)] = 

— *&* + ?* + ?' +.-.) со * 2а; 

— 2 (?* + ?' + ?" + ...)«««** 



- | (?* +«" + «" + ...) с«* 6ж 



но 



? ._«.-« I _« I _ 9 



1 



? +? 3 + ? $ +«' +...-4-^1; ?Ч? 4 +? в +-= Г ^ 



___!___. Л *_1_ Л 8 _1_ „**_»_ _ 9 



4 



9* + *' + Г + = Т ±-г', *«+»• + ?"+...- Т ± 7 



следовательно 

1д &(и) = пост. — 
Г Я 1 9 8 1а 8 1 
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1д Щи) = пост. + 1д ** пх — 



2 ^ а сов Ъх + ^ ! ^ 1 С08 \ х + з ]ТГ~? со * 6ж +— ' I 
или 

А=ео 

1д 0(ц) = пост. — 2 2у Л(1 — о' л ) С °* 2Л *' 



, Л=1 

I (156).... 



Л=во 

«Л 



/^ Щи) = пост. + /# «па? — 2 У _ а % : со* 2Ла?. 

Л=1 
следовательно 

Л=оо 



Л/0(и + К) = пост. -2У]^1— 1^ о»***. 



(-*УУ 

(1 
Л=1 



(157) 

/</ Щи + К) = пост. + /0«гсс — 2^- л(1 _ д *к } '• 

Л«1 
ИмЪя это легко найти разложешя логариемовъ элементар- 
ныхъ эллиптическихъ функщй. Въ самомъ дЪл* обращая вни- 
маше на выражешя (86), изъ разложешй Щи), ®(и), (Ни+К), 
0(и~[~К) прямо находимъ 

1д $т ат(и) — 
( 2 у/'ц. вгпх), Цсов 2а? 2д*со* Ьх 2у 3 со* 6а? 

(1 58) /</ со$ аги(м) = 

( 2уТ- V/* 7 - со * ж ) I 2 9 с0 * ^а? 2у*со5 4а? 2дг 3 со& 6а? 

' | — ^ — ) + -Т=Т+Г(ПТ) + зЦ=?) +•- 

/# Л ат(к) = 

/г? 4у сов 2х 4д 8 со* 6а? 4 д 5 сов 10а? 
«V* + 4 _ ? * + 3 (1- ? в ) + 5 (1 -,••)+•••• 
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III. 

РШЕН1Е 0СН0ВВАГ0 ВОПРОСА ГЕОДВЗШ. 

25. За основной вопросъ геодезш принимается обыкновенно 
требоваше определить разность долготъ / двухъ точекъ на 
земной поверхности, широту одной изъ этихъ точекъ и ази- 
мутъ, выходящей изъ нея геодезической кривой, по даннымъ: 
длин* дуги 5 геодезичической кривой заключающейся между 
этими точками, широте другой точки и азимуту геодезической 
кривой, выходящей изъ этой второй точки. 

Мы приведемъ здЪсь простое и изящное рФшеше предло- 
женное Якоби и изложенное посдЪ смерти этого великаго 
геометра профессоромъ Кенигсбергскаго университета Лю- 
теромъ въ 44-омъ том* Аз1г. КасЬ. р§. 338. 

Выводъ основныхъ уравнешй будетъ вытекать изъ одного 
весьма примЪчательнаго свойства геодезической кривой. 

Пусть ( (х, у, г) = представляетъ уравнеше некоторой 
поверхности отнесенной къ прямоугольной систем* осей коор- 
динатъ. Такъ какъ въ этомъ уравненш двЪ координаты не- 
пременно не зависимы одна отъ другой) а третья есть функ- 
щя ихъ, то каждую изъ координатъ можно разсматривать 
какъ функц1ю двухъ новыхъ перемЪнныхъ р и д и заменить 
предыдущее уравнеше тремя другими 

давая р и д извЪстныя опред-Ёлеыныя значения, будемъ полу- 
чать систему величинъ х % у, я, которая, когда будетъ удо- 
влетворять уравненш [ (х, у, я) = 0, то представитъ собой 
точку поверхности. Такъ какъ элементъ 6,8 кривой на поверх- 
ности представляется чрезъ 

й$* = (1х* + йу г + Лъ\ 
то полагая 
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/<*аЛ« 



<■> - (I) (I) + (|) (?) + ® т- 

находииъ 

(2) Ая* = Е Ар г + 2Р Ар . Ад + О <*?*; 

рЪшая трехъчленъ второй части относительно Ар, иыЪеыъ 

Р . Ад 



Ар = - ^ . Ад ± "2. у/Р'-СЕ, 



или 



/— р /СЕ — Р* 

ар уЕ = — ^= . <*? =ь м 9 у — ~ — 



следовательно 



А$*-= \у/Е. Ар+щ.Ад + *Ад.\/ -^ ^ X 



полагая здЪсь 



(3) у^. йр + -^. <*?=*=<№; у ^ = т, 

находимъ 

й* 2 = (йН + ии й?) (йА — ми с*у), 
или 

(4) ' Ж 2 = йЛ 2 + т 2 . </д 2 . 
Этому удовлетворит», полагая 

(1Н =2 (Й . С05&, 

(5) 

т Ад — А» нпа. 



И 
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отсюда заключаемъ, что а есть угол, который элементъ Ля 
лиши $ составляете съ элементомъ ЛН лиши А. Кроме того 
видимъ, что лиши А и упЛд пересекаются подъ прямымъ 
угломъ и Л* есть гипотенуза элементарнаго прямоугольнаго 
треугольника, катеты котораго суть ЛН и тЛд* 

Представивъ выражеше (2) въ виде 
положимъ 



у/ЕС 



С05С0 



и тогда имеемъ 



(6) Л$* = (Лр у/Е)* - 2 (Лр \/Е) (Лд у/С) . со$*>-У(Лд \/С) 2 

въ этомъ выражеши Л$ представляетъ сторону косоугольнаго 
треугольника, въ которомъ две друпя стороны суть Лр у/Ё 
и Лд у/ С, а со есть уголъ заключающейся между ними, этотъ 
уголъ обратится въ прямой только тогда, когда производныя 

Лос Ли Л% Лос 

-г~ , т- , — , -т- и т д. будутъ таковы, что удовлетворится 

УСЛ0В16 Р = 0. 

Два выражешя (4>) и (6) даютъ возможность определить 
на данной поверхности длину всякой изъ четырехъ линш 

А, \тНд, ]Лр \/Е, \Лд \/0, въ самомъ деле первое изъ на- 
званныхъ уравнешй будетъ давать длину линш А при тЛд=0, 

и длину лиши \тЛд при Лк—0. Тоже следуетъ сказать и 
про уравнеше (6). 

Если же хотимъ определить длину линш отличной отъ че- 
тырехъ указанныхъ и проведенной на поверхности по дан- 
ному закону, то две величины, входящ1я напр. въ уравнеше 
(4), мы должны разсматривать, какъ находящаяся между со- 
бою въ зависимости объусловливающейся этимъ даннымъ 
закономъ. 
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Предположим^ что определяемая кривая есть геодезиче- 
ская, и найдемъ услов1е, которому должны удовлетворять напр. 
величины т и А въ ур. (4) для того, чтобы выполнялось тре- 
боваше опредЪлешя длины дуги геодезической кривой. Если 



5 



= С\/с1к* + т*. ад*, 



есть дуга геодезической кривой, то & = 0, но 



=1 



4А . д,§к -\- т — 5А . А? 

ап 



Л$ 



а$ Лё 

если геодезическая кривая проведена между двумя данными 
точками на поверхности, то услов1е сз= удовлетворится, 
когда примемъ 



или 



ш 



(я)- -*•-*•<©. 



это уравнение можно значительно упростить; первое изъ (5) 
даетъ 






4 . сова = — «та , йа* 



Вставляя это въ предыдущее и обращая внима^е на вто- 
рое изъ уравнешй (5), им*емъ 

* • 

таково услоше, при которомъ * будетъ представлять собой 

длину дуги геодезической кривой. Прибавимъ къ этому еще 

выражеше 

11* 
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(8)... 1апдх — т.-2, 

которое получается чрезъ дЪлеше уравнешй (5). 

26. Принимая поверхность земли за поверхность сжатаго 
эллипсоида вращешя, опредЪлимъ свойства геодезической кри- 
вой проведенной мзжду двумя какими-нибудь точками этой 
поверхности. Въ нашемъ случае 

X* 4- */* 2* 

/>, У, *) = — 5^+^-1=0, 

если только плоскость осу расположена въ плоскости эква- 
тора, а ось г идетъ по оси вращешя эллипсоида. Назвавъ 
чрезъ / георафическую долготу, а чрезъ р приведенную ши- 
роту какой-нибудь точки поверхности, имЪемъ 

х = а . со$$ . ш1 
у = а . соз$ . 8т1 
г =Ь . 8т$ 

Этимъ выряжежямъ въ общей теорш соотвЪтствуютъ вы- 
ражения 

а следовательно величинамъ /3 и / соответствую» новыя пе- 
ремЪнныя р и ;. Поэтому 

Ах Ах . , Ах Ах п . , 

-г- =-771 = — • • **лЗ . сом: -7-=-^ = — а • со$ В . «I/// 
<*р Ар Г Ад А1 г 

(9) ^ = 5 = — а.«шв.*ш/; ^ = ^ = + а . со*3 . со*/ 

^ у ф йр г Ад А1 * г 

А% Аг ж о Л* <** л 

По с л* этого для нашего случая ыаходиыъ 

Е = а* . «»*|3 + 6* . со$*р 
Р=0 
С = а* . со$*р. 
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Полагая въ уравненш (4) </</ = (), им-Ьемъ* = Л, дФлая же 
въ условномъ уравненш (7) Ад=^О л иагЬемъ йа = 0; следов, 
а = пост., тоже ооложеше въ (8) даетъ а=0, и условие 
кратчайшей лиши удовлетворяется, такимъ образомъ, само со- 
бою; следовательно всё линш А суть геодезичесшя кривыя. 
Первое изъ уравнений (5) для эллипсоида вращешя даетъ: 



(10) йк = ± й|3 у/ а* . вт*р + 6* . со$*р 

Условимся дугу считать отъ полюса, тогда съ возрасташемъ 
дуги будетъ уменьшаться широта /3 и при радикал* придет- 
ся удержать знакъ минусъ, такъ что 



А =- — Г<$ . у/ V. *т*$ + Ь\ со$*р + 



пост. 



это выражеше показываетъ, что к есть дуга мерид1ана, а след. 
на земной поверхности всё мерид1аны суть геодезически 
кривыя. 
Второе изъ уравнешй (5) даетъ для нашего случая 

т = а . сов$ 

откуда, обращая внимаше на выражеше (10), находимъ 

йт /Ат\ /й$\ а . 8Ш$ 






Лк \Л$ ) \Ак) ^ а \ $т*р + Ь\ соРр 
Уравнешя (7) и (8) для нашего случая дэютъ поел* этого 



а . згп$ . 41 



\/а*.зт*р + Ь* со$*р 



— Аг 



а . со*8 А1 

• -Т5 = * ап 9 а 



у/а*. $т*р + Ь\ со**р ' <*Р 
чрезъ исключеше А1 изъ этихъ двухъ выражешй, находимъ 

1дл . 1д$ . А$ = йа, 

интегрируя это, имФемъ 

со8$ . «та = постоян. 

если умножимъ это выражеше на а и вспомнимъ что асо8$=г^ 
гд* подъ гразумЪемъ рад1усъ параллели, тоим*емъг.«ла=пост., 
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т. е. на поверхности земли геодезичесюя кривые имеютъ то 
свойство, что для всей кривой произведете рад1уса паралле- 
ли на синусъ азимута есть величина постоянная. На этомъ при- 
мечательномъ свойстве и можно основать рЪшеше основна- 
го вопроса геодезш. 

Что касается до постоянной, то ее можно определить такъ. 
Если геодезическую кривую, проведенную между двумя точка- 
ми на поверхности, будемъ продолжать въ какую либо сторо- 
ну, то очевидно, что она хотя одинъ разъ пересечется съ ка- 
кимъ-нибудь мерид1аномъ подъ прямымъ угломъ, если назо- 
вемъ широту такой точки дерес$чешя чрезъ |3 , то для этой 
точки $т% =?= 1 и сл^д. 

(И ) со8$ . $гпл = со$Р , 

второе изъ уравнешй (5) даетъ для нашего случая 

а со$$ (И = «та. (1$, 

исключая отсюда зтсс посредствомъ предыдущего, имеемъ 

(12) асо8*р . 41 = со$р о <18 

первое изъ уравненФ (5), по исключеши <1Н посредствомъ (10), 
даетъ 

д* со8% =5= — й|3 \/а*. *т*$ -{"б*- со **р9 
но уравнеше (11) даетъ 

со8% = У^"'& - *Щ 

С08$ 

следовательно предыдущее обращается въ 



(1 3) 6,8 = -*■ ар шр у -т 

интегралъ этого вырпжен)'я даетъ длину дуги геодезической 
кривой. 

Внося эту величину й8 въ выражение (12), находимъ 



(14) <и= — Ш € -2!$± у/в 2 - *»* 2 (3 +Ь\ со8*р 
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Такъ какъ это выражеше представляетъ связь между диффен- 
щалами координатъ Л1 и Л$, то можетъ считаться за двф- 
ференшальное уравнеше геодезической кривой на эллипсоиде 
вращешя. 

Интегралъ послФдняго выражешя представляетъ разность 
долготъ оконечностей геодезической кривой. 

Легко видеть, что интегралы выражешй (13) и (14) при- 
водятся къ эллиптическимъ. 

Въ самомъ дел*, помня, что а 2 — Ь 2 = а V, находимъ изъ 
(13) следующее 



Л% ==. — а . ар . совр - — ========= 

введемъ сюда новое переменное <р подъ темъ услсшемъ, чтобы 
$т$ = лм|3 созу, откуда со&$ . й|3 = — вт$ . ллф . «Ц>, 

» » 

тогда 



й$ = а . й<р у/1 — в 2 + в*. *ш 8 |3 — е*ят*р $т*у 9 

назвавъ астрономическую широту той точки, въ которой ге- 
одезическая кривая подъ прямымъ угломъ пересекается съ 
известнымъ мерид1аномъ, чрезъ В , по общей связи между 
приведенными и астрономическими широтами имЪемъ 



1апд$ = у/1 — в 2 . 1апдЪ , 



отсюда 



(15) "Я0,= ,. , . , к ' 



следовательно 



*-«•*[«-« + 1,1.. .«й,,»; - 1-,'.А'В ) ,М? ' 



ИЛИ 



, а.<№р\/1 — ** /| 2 — ^То — : Т- 

%/1-е 2 .*т 2 В л У ° Г 



— 468 — 

» 

умножявъ числителя и знаменателя дроби, передо радикалоиъ 
стоящей, на *т$ и обращая внимаше на выражеше (15), на- 
ходимъ 



А -».3&-<1» •«-**• «*•*?. 



(.6) — „.^ 

гд* 

(17) к = е*тВ 

что касается до выражешя разности долготъ, то выражеше 
(12) даетъ, по исключенш <Ь посредствомъ ур. (16), 

или 



Л|'пВ М — *т*|3 со8у 



или 



м _ 9т$ со*р о у/1 — к*. *т*д ^ 

$тВ * сов* $ 9 + *и* 8 ]3 $т*у ' 



откуда 



со*у $1пВ т 1 + *д 



у^1 — А*. *т*9 



откуда наконецъ 



'// 






А* 
По выражение (17) е* = ■ . , , исключая отсюда *т% 



«УВ 



посредствомъ соотношешя 



находимъ 



в те — 
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откуда 



е* 



следовательно 



«яВ # =- = у/ип% + к*. ео$% ; 
поел* этого выражешв (18) изменяется въ 

I о 

( ,в) I — "2^=|з2ЕЕЕ*5 * 

если 

т 

Г ** 

.)у/\— к 1 . *т*у 
О 

то <р = ат(и); полагая такимъ же образомъ 



| х ' =д> 



имЪемъ 



^ — Р = ат (а, А'), откуда со1д^ = *<Ш0 аго (а, Л') 

но по уравнешямъ (4) изложенной нами теорш эллиптиче- 
скихъ функцШ 

1 
(апд ат (а, &') = - вт ат (си) , 



следовательно 



1 

со1д$ = -г вт ат (аг) , 



но 
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\/*т% + А*. ео$% = у/1- к'*. ео,% , . 

такъ какъ ^ — /3 = ат(а 9 к'), то ш|З в = ллот(а,*'), сле- 
довательно 



\/«л я /3 + к*. со$*в = у/{ — Л' 2 . пп*ат (в,*'). 
Известно также, что 



уЧ — к' % *т*ат (а,А') = Дат (а, А') 

поэтому предыдущее, всл*дств1е уравненШ (4) теорш элли- 
птическихъ функщй, даегь 



ушгро + Л*. со* 8 р = у-г , 



имея все это и помня, что ^ 1—к* .8т*у=Ьат(и);$1пу=^мат(и), 

Лр=: тт. изъ выраженШ (19) находимъ 

1 Д ат (и) г ; ' 

«/г 

1 «т ат (а!) сов ат {ах) ( * Д*ого (и) . с^и 

I Д ат (аг) ^ зт*ат (и) — $1п*ат (ш) 



«, 



гд* и, и и {{ должны быть определены изъ выражешй 

ь 



I; 



На 

«I —и, 



V/! — А*. вт*ф 




/: 



=11 



у/1 — Л*. $м*<р 




!* # 



Такимъ образомъ мы видимъ, что разность долготъ пред- 
ставляется интеграломъ, величину котораго мы нашли во вто- 
ромъ изъ выражешй (151), подверг ну въ это выражеше вл1я- 
Н1Ю указанныхъ предЪловъ и #/ и и, находимъ 



*(«м— «О» 
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(80) , = Ь, *;.Л<*)_и йь±3- 

гд* 

27. Имея выражеше (20), мы можемъ считать решеннымъ 
вопросъ объ определенш разности долготъ оконечностей раз- 
ом атр ива е мой дуги геодезической кривой, а потому присту- 
пимъ теперь къ решешю другой части вопроса т. е. къ опре- 
д'Ьлешю широты другой оконечности кривой и азимута ея при 
этой второй точке. 

Основное свойство геодезической кривой на элдипооиде 
вращешя представленное уравнешемъ 

С08$ . з тсс = СО8$ 

и соотношение, которымъ введено новое переменное <р, 

могутъ быть разсматриваежы какъ принадлежал^ прямоу- 
гольному треугольнику, стороны котораго суть 90 — 13, т. е. 
дополнеше до приведенной широты какой либо точки геоде- 
зической кривой; 90 — 13 т. е. дополнеше до приведенной 
широты точки, въ которой геодезическая кривая встречаете» 
какой-либо мерид1анъ подъ прямымъ угломъ и третья сторо- 
на есть <р, а противуположные имъ углы будутъ 90°, а т. е. 
азимутъ геодезической кривой при той точке, которая име- 
ете приведенную широту |3 и третШ уголъ, противуполож- 
ный стороне ср> назовемъ чрезъ со. 

Предположимъ, что данная точка име- 
етъ приведенную широту р, и азимутъ 
геодезической кривой при этой точке 
пусть будетъ а,, предполагая что вели- 
'<" чинамъ Р, и а, соответствуетъ значеше 
9, переменнаго <р, имеемъ 
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ш§ 4 яла, = соз$ 

Эти соотношешя принадлежать треугольнику аЬс, если то- 
чка с имертъ широту |3/ и уголь Ьса = * г Если искомая 
приведенная широта и азииуть суть /3„ и а ,, и соответ- 
ствующее ииъ значеше <р есть <р //# то 

со*$ 44 *та 44 = со* д 3 

так1Я соотношешя принадлежать треугольнику обе,, если толь- 
ко с, идг&етъ широту ф 44 и уголь Ьс 4 п = а 4ё . Въ этихъ двухъ 
треугольникахь ас = ф,; ас 4 = ф„. Следовательно вопросъ 
приводится кь рФшешю сферическаго треугольника сЬс 4 , т. е. 
къ определенно изъ него $ 44 и л 44 по даннымь |3,, а, и 

^„ — 9,, но такъ какъ ?« — ?, не есть собственно данная 
величина, а связана сь данной * трансцендентнымь уравне- 
шемъ (46), и должна быть найдена изь выражешя 

• - " Ш.№ VI -*'■ *?. 

то аналитическое рЪшеше второй части вопроса будеть со- 
стоять въ следующемъ. 
Мы приняли выше 

90 § — & = от («,*'), 

тогда было найдено 

Л к 

6 ~ \/81П%+к*.С08%~ Д в» («.*') * 

«лВ в = Дятп (о, А') . 
Эти два обращаются въ так!я 

е = к. 8%п соат (аг,к) = А. «л ат (К — ш,&) 



а / 1'\ ' Д« т М 
«шИ А = Д ат (а 9 к ) = т^ 

сое ат (<и 



) 



- № — 
но по уравнешямъ (Ш г ) стр. 144 * 



со$ ат 
кром* того 



(<и) = у у- . -^ \ Лат (аг) = V* 7Т/ч > 
4 ' т Л 0(а*) ч 0(а1) 



вш ат (К — га) =-7=-т^ ^т=~7= гл / л * 

1 ' \/*в(К — га) ъ/*в«(«) 

следовательно 
первое даетъ 



,/1 ? Ув\(дО-ИР(«0 . 

VI « = ^ / Л » 

0, (Я|) 



но вообще 



откуда 



Н(») „ . , . . , Н» 
у 7 * . «я ат (») =@^ ; * «« «»(„) = * ^, 



1-Л^вт(«) = 1-А^, 



пли 



но 



У 0(») 

77 <=>(» + К) 



следовательно 



у/ц»— щ» _ е(» + к) 
в(») — у (=)(») * 



подоживъ здЪсь к = К — т, находимъ 



у/н', (м) — Ш\(аг) ^ у &' 0(2К — га) 
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но такъ каКъ 

0(2К — ю) = 0(1а — 2К) = ©(и), 



I 1 



ТО 



(22) у/Т=7= х/Г. ±М . 

Изъ выражеЫя 

*тВ =Дши (а, Л') 

пряно слЪдуетъ, что 

со*В = Л'. $гп ат (а, к) 

следовательно 

(23) шЪ =± 4^ *<т$ ат (<п) = ^ ^М 

* I г^ (га) 

разделивъ второе изъ выражешй (21) на (23), находим-* 

9 • У Л' Н(<п) ' 
отсюда 

(24) *& =* у'*^ • № = х/кЩ , 



следовательно 



Го у^Н'И — Л0 2 (ш) 



но вообще 



«п'от (V) =* - ~-Д-{ ; 1 — $гп г ат (и) ^= )' ч ' 

А Х (») х у А0*(я) 

следовательно 



ШатЬ) =- ;==- — > 

>/*©(*>) 



но 

сов ат 



/и щ» + к) 

1; У А 0(») ' 
поэтому 
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I уН*(») — * 0*(») в у/1?Щю + К), 
изменяя зд-Ьсь V на — V, имЪемъ 

I у/В*(ю) — к 0» = \/Г Н», 
воэтону 

следовательно 

(25) И* =У^нЛЙ) ' 
раздЪдивъ это выражение на (24), имЪемъ 

(26) созр л =—=. „ \. \ , 

им-Ья это, эамЪтимъ, что для р'Ёшешя второй части нашего во* 
проса сферически треугодьнвкъ аЬс 4 даегь 

со(дЗ л 
" «*?„ 

? " И*, 
полагая зд'ёсь <р =ал|(«), находимъ 

1 

* т Р„ = V ]т . н V V . ео«ят(«) 
__^ Н(ш) 1 

ггг *Н.(|*а) , . ч 

1 9<й„ = V * дЛ/ '««9 ая»(и) 

откуда обращая внимаше на выражеше (141'), имЪемъ 



отсюда 
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Р " Н,(|о) * 0(«) 

* "~ «©(.а) 'Щи) 
у "• Н(|'а) 'Н.См) 

з _ уЧ'(ш)е'(«)-е'(1о.н < '(|,) 

^" Н,(»а)в(и) 



^"^"— "Ч" 



«та., = 



НИв(ц) 

/л-\ 10(*а)Н(«) 

(2 / ) сова , = у ' ч у 

\/Н 2 (|а)0*(«) - &((а)а\ы) 
_ гИ,(9а)Е(ы) 

" \/Н 2 (»о)Н, *(«)— Н, \га)Е\и) 

НИН» 



«1/1(0 



С08(0. = 



" у/&(Ь)Е й ш (ыУ-Е*(т)Щи) 
но уравнеше 

Н Д«) = ^ [*©>)- Н'(«)]. 



даегь 



НДю)©» = тг [А©Ч«а)©Ч«) — Н'О'о)©»] 
0'ИНДи) =1 [к@*(га)в\и) — 8 (|'а)Н*(«)] 
Н*(иг)Н,» = ^ [АН*(»<7)0*(«) — Н'(»я)Н*(м)] 
Н.'С^НЧм) = г? [АЭ'(т)Н'(«) — Н*(иг)Н*(||)], 



отсюда имЪемъ 
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вставляя все это въ выражешя (27), им*емъ 

у/н*(ц)е>ЧдО-н'И®>) 
Н(аре(ц) 

,та " — ..^(^©(аО-Н»©*^) ' 

©(а»)Н(«) 
(28) «>»а„ - у / Е Хи)®Х<п)-й*(<»'РЧ«) 

уТН.ННГЦ 



«юш„ 



<?ош..= . ,— - 



уОГ^н*(«)в*й-н*(«)»Ч«) ' 

у/ЁЩарН» 



'" ~ у*унч«)«Ч«>- н, И в, (») ' 

но полагая въ выражении (106), стр. 99 

N = у/П(и + в»)Щ« — т ) 
шгБвмъ 

у'Н^вЧ») -0Ч«)ыч«Р = ®(0)«. 

Кромъ- того, принимая въ выражешяхъ 

._ ®( и л. к) , ч у/Т Н(и + К) 

и = 0, находимъ 

е(К) = ^ ; ЩК) = у/* 0(0) , 

следовательно 

^=0,(0); Л 0(0) = 11,(0), ' 
у л л 

подставляя это вм*сгЬ съ величиною 0(О^ въ выражешя 

(28)* находимъ 

42 



со» 
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а -®Ж Л. юв -®^) Ш 

р ' / — Н 4 (а0 '©(«)' ур "~ "©,(0) ' N 

(29) лпа «— ,0(0) • N ' *" 0(0)' N 

Н,(«0 Нф _Н(.а) Н» 

Этими выражешями между прочимъ определяется приведен- 
ная широта (З у/ , если же хоТимъ ввести въ вычислеше астро- 
номическую широту В„, то предположимъ, что въ треуголь- 
ник* аЬс 1 сторона Ьс к равна 90 е — В„ и пусть отъ этого из- 
мЪнешя части Р в , <р„ и <о„ этого треугольника обращаются 
въ Р'о» ?о и <°§» т °гда изъ такого треугольника находимъ 

со8 13' = со* В„ «т а„ 
(30) *0 <р = со1д В„ . со$ а , 

со1д а„ 
° «л В.. 



но такъ какъ 






то внося сюда мгбсто уЧ _ в * и 1д$ 14 ихъ величины, ии-веиъ 

<5гЬ "~ 0(0). N ' 
следовательно 

(31) «я В _ ®, («0 **, (и) _ 0, (<н) Н, (и) 

" ^в , (0)Н , + в»"(")Н | , («) ^(«ОМ») 

(0) N 
Поел* этого выраженья (30) обращаются въ 
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со$г= н(» о) е ( о) 



(32) (д ъ 



'0<О О = 



) 

(|Ъ) Н (и) 
0, (га) Н, (и) 

* (м) Н, (ш) Н («)©,(«) 



(*а) Н (га) («) Н, (и) 

Если условимся считать долготу отъ того мерид1ана, кото- 
рый пересекается съ разсматриваемой нами геодезической 
кривой подъ прямымъ угломъ, то пределы интеграла (19) бу- 
дутъ и ф„, ибо при / = и 9 = 0; это также видно и 
изъ услов1я, подъ которымъ вводилось новое переменное 9; 
въ самомъ деле, это условие вгп |3 = $т |3 сов ф показываете, 
что какъ скоро р обращается въ р , что имеетъ место на 
мерид1ане, отъ котораго теперь хотимъ считать долготы, тогда 
со* 9 = 1, следовательно ф = 0; П Р И ? = 0, «1=0; ибо 
Ф = ат (и,), Следовательно принимая м,=0 и нанисавъ вме- 
сто и {1 просто и, находимъ изъ выражешя (20), что долгота 
определяемой точти, считающаяся отъ мерид1ана, составляю- 
щаго прямой уголъ съ геодезической кривой, будетъ 



Г I у.-' 1д П ( и + а Ъ - ,7» 1/ Н <«+'«'> 
' +^-2^Н(«-а.)- ,/ * У Н(«-а»)' 

гд* V имЪетъ прежнее значеше. Отсюда сл-Ъдуетъ, что 



~ У Н(« + |)' ~ У Н(« — а!*)' 

поэтому 

и«(Г + «) = 1 н <* ~ °'Ч ~ "<» + ■"> 
п» у + у.) = ' н '— °0 + НС-И0 

отсюда обращая вшшаше на выражения (29) и (31), находимъ 

12* 
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. „,,. в(0)(Н(«— Р-Ци + дЗД 
-шЪ„.$т{1 +VИ) = 2| - Н ,( о О0( м ) 

_ „,. (0) [Щи - «») + Н(* + аг)} 
со«В„ «м (I + V») = 2 Ц(И (,,(„) 

(33) •«•&..«•(! +1*)-- « ^Н,И0(«) 

а п'л_ \ е,(0) ГН(« - ар + Н(« + о0} 

этими выражешями определяются искомый величины Г, 0„ и 
В„ въ функции и и а извЪстнымъ образомъ свяэанныхъ еъ 
данными величиними /3 и 5, а потому мы можемъ сказать, 
что въ выражешяхъ (33) и (29) заключается полное аналити- 
ческое р'&шеше основнаго вопроса геодезш. 

Покажемъ теперь преобразован^, которымъ должно быть 
подвергнуто выражеше (20) разности долготъ для применения 
его къ вычислешю въ практике. 

Мы видели, что 

(34) 1д&(и) = пост. - 2 ^д^Г^) «>* 2Л * 

, Да» ее 

1д Щи) = пост. + 1д «л# — 2 У ^_ дк со* 2Ла% 

Л«1 

тгм 

гд* х — щ- Въ нашемъ случае аргументомъ функцш Н слу- 

жатъ величины аг + ы", а* — и", аг 4* *\ в» — *'# а для 
функцш — величина аг + К, поэтому значешя х, соотвФт- 
ствуюпця четыремъ первымъ аргументамъ, будутъ 

та» , ъи" -лаг . тги' 7са1 тое" тст тт' 



"Г б»1Г » СНГ "Г 



2К ' 2К ' 2К ' 2К ' 2К 2К ' 2К 2К 

Ш, ПОЛОЖИВЪ 
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, та»' „ 1ш" теа 

1 

находимъ, что значешя х въ предыдущихъ выражешяхъ для 
нашего случая будутъ 

* 
•!'/••'• 99 • 9 

ал -\- х , си -\- х , ол — х , ал — х , 

поэтому выражеше (20) обращается въ 

. I. 8ш (ал + х") 8%П (о* — х 9 ) 2Ку ( „ , 

2 $т (си — де } *т (ои -|- я ) тс ч 



или полагая 



Л=1 



х"—х'*=х и 5(ф" + а?') = Х, 



2 
имЪемъ 



. I . *т (а! + а?") *** (*» — Др 21^ 

2 * $т (си — х ) зт (си 4- х ) и 



А=во 

2Л 



Л»4 

легко видЪть, что 



— ~ X ЛП _ «А\ 5,Л 2А « *т Нх соз 2АХ . 



«п (щ -}- ее") Гую лп(а1 — х') 1до! 

8гп (а* — а?") _ /уа?" ' вгп (о» + #') • *0#' ' 

но вообще 

написавъ зд-Ьсь гу внЪсто у, находит 



ши 
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4-* 
1 д х =Кагс.1д 1 1, 

1 +2 х 

х 



{ -1п *— — агс.*д%, 

21 1 — У * 

х 



а потону 



1 + - 
2 1_У * 



для нашего случая это даетъ 



1+' 9Х 



99 . 



г , \ 1до* [ Лм , Л %1 9 х . 

_ 1а 1 0— > = йГС . 10 г ; 

а * 1 гдх"\ *9<** 



1 — 



1дал 

*дх' 






• / 



1 + / • 

1дм 



следовательно 



Л=во 

*— т 7 ,,, — ?к лл 2А М 8Ш Нх совЯНХ. 
I ^ А(1 т— дг л ) 

А— 1 

Въ этомъ выражеши только одно V зависитъ теперь отъ 
Якоб1евыхь функщй; поэтому разовьемъ величину V. 
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Мы знаемъ, что ©Дм) = @(аг -|- К) = 1 — Па + ?Л ; 
поэтому, поставивъ въ первомъ изъ выражений (34) величи- 
ну га + ^ на мЪсто х, прямо ваходимъ 

Лав ее 

1д &,(га) = пост. - 2^(- 4) Л щ^П) ш 2А *'«> 
отсюда чрезъ дифференцироваше по а находимъ 



Лявео 



— л — ♦*2/"~ 1) ПГ^ т2А,0С ' 



Л=4 



но 



<% 0,(10) _ 1&\(щ) Ла йо_2К 

сЛдовательно 

<% 0, (ар _ 2К« , < (ар_2К 



. V 



поэтому 



00 



2К7 4 



л 






Л=1 

посхБ этого выражеше (35) принимаетъ видъ 



•. »/ •, / 



(36) 1=агс1д % ^-агсЛдр^ + *?У (- 1) л г Ц 1 «п2А1а 

Л=оо 

— т / гтг 3 — «яг *** 2 А 1а. *гпЪх. сов 2ЛХ. 
• ^уА(1 — 9 ) 

Таково общее выражеше разности додготъ между двумя 
точками на поверхности земнаго сфероида. 
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Въ практик*» по причин* малости эксцентриситета земна- 
го меридиана, совершенно удовлетворительно ограничиться вто- 
рыми степенями ц и тогда предыдущее выражеше обра- 
щается въ 

,оа'\ 1 — п-» *~ **9 Х " „„ *~ **9 Х ' 

(Зо ) I = отс . Хд л . — аге . Хд л . 

х ' 9 Хдм. 9 Хдгл 

, *т2ис - *т4|<х Чо 1 . а . . Л ~ 

— 4а.я? — : Н 4дга: — = т-. *гп 2кх *ма; со* 2Х. 

Положимъ <х = 1д со1д -= А, т. е. 

соХд^=е* = (?(*•<% — шага 



Хд - = е~~*= со* *а+шл »а 
отсюда 

сои* — -г-т- 1 — — = соХдА: -=-г- =со*А 

«пА I 9 I 

яп2»<х 2со*А л . 1 + со* 2 А 

— : — = -гтт- ; совЬа = г-!-: — 

I яп А «шА 

поэтому выражеше (36') при замгиЪ въ немъ зтИа чрезъ 
2 лп 2аа . сов 2$* обращается въ 

< 37 > 1=агс '*Ь;- аге -»2а-*1ш1*+ 

со*А Г » (1 + со»А) х _ . 1 

1 «I» а (_ №>а ^ 

Остается -еказать н-Ьедолько сдовъ объ опредФлеши угла А. 
Мы ввд*ли, что 

, А* А* 



1 



-а«.^(|-/) 

А* к* 

4 - А' 1 . *ш»«»<<*,А')^Д*ат<аЖ)' 
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откуда 



1 - «' =' д* С т (а,Л') **«»» ( а ' й ) 

но обращая внимате на третье изъ уравненШ (4), отсюда 
находим» 

16 Д*ая» (»а) 2 

откуда, обращая внимаше на третье изъ выраженШ (158), 
югвемъ 

ц ш 2»<х 4о* со» 61а _ ^.у/Ц. 
е = Т^7" + 3(1-9*) 
Принимая въ третьемъ изъ выраженШ (158) и = 0, находимъ 

ш 4, о 5 4 Я 

1ду/1?: ^^ — (Г^ТРЗМ-П 

следовательно 

г = ЗЦ (1 + со» 2,«) + \ ^ ° + С °* ^ 

+ -- ? ,„ ( 1 + со* 10»а) + • •• 

так* какг мы условились ограничиваться вторыми степенями 

Ч> т0 

е __ 4? (1 + со* 2«'а) = 8д со*Ча, 



иди 



= -Йт , или мяА = 5 У ^ 



(ЗЮ е =^?А' —•■»*-***, 

посредствомъ этого выражения легко дать выраженпо (37) бо- 
л*е простой видъ. Принимая ,тх = х, находимъ поел* за- 
мъны въ немъ «»'А его виличиною изъ (38) 
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/ = агс . 1д 



сов А 



Цх' 



агс . (д . -=— т — 
со* А 



— гх сов А 



Г . 1 сов 1 . 

I 1 -!— Г 



е + ?со* 2Х 



] 



придавая и вычитая къ величине заключенной въ скобки па 
1 



- находимъ 



(39) 



1а х 1дх 

I = агс . 1д -=— т — агс . *а— — - — 

сов А сов А 

гх . сов А II — з е + %9 + дсов 2Х I . 



Подобньшъ же образомъ легко могутъ быть найдены выра- 
жешя приведенныхъ широтъ точекъ земной поверхности и 
азимутовъ выходящихъ изъ нихъ геодезическихъ кривыхъ. 
Разложеше величины / мы привели зд'ёсь какъ образецъ, по 
которому должны быть сделаны разложетя въ другихъ частяхъ 
рЪшешя основнаго вопроса геодезш. 
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